
线性系统理论补充 1：状态空间标准型

一、可控标准型的一般形式推导

对于一单输入单输出的传递函数

𝐺(𝑠) = 𝑌 (𝑠)
𝑈(𝑠) = 𝑏𝑛−1𝑠𝑛−1 + ⋯ + 𝑏1𝑠 + 𝑏0

𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑠 + 𝑎0
+ 𝑑 (1)

将上式改写成

𝑌 (𝑠) = 𝑏𝑛−1𝑠𝑛−1 + ⋯ + 𝑏1𝑠 + 𝑏0
𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑠 + 𝑎0

𝑈(𝑠) + 𝑑𝑈(𝑠)

= (𝑏𝑛−1𝑠𝑛−1 + ⋯ + 𝑏1𝑠 + 𝑏0) 𝑈(𝑠)
𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑠 + 𝑎0

+ 𝑑𝑈(𝑠) (2)

定义

𝑋(𝑠) = 𝑈(𝑠)
𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑠 + 𝑎0

(3)

则 (2) 可写为

𝑌 (𝑠) = (𝑏𝑛−1𝑠𝑛−1 + ⋯ + 𝑏1𝑠 + 𝑏0)𝑋(𝑠) + 𝑑𝑈(𝑠) (4)

现在来考虑 (3)。将其化为

(𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑠 + 𝑎0)𝑋(𝑠) = 𝑈(𝑠)

作拉氏反变换得

𝑥(𝑛)(𝑡) + 𝑎𝑛−1𝑥(𝑛−1)(𝑡) + ⋯ + 𝑎1 ̇𝑥(𝑡) + 𝑎0𝑥(𝑡) = 𝑢(𝑡) (5)

定义状态变量

𝑥1 = 𝑥(𝑡), 𝑥2 = ̇𝑥(𝑡), … , 𝑥𝑛 = 𝑥(𝑛−1)(𝑡)

则各状态变量导数是

̇𝑥1 = ̇𝑥(𝑡) = 𝑥2

̇𝑥2 = 𝑥(2)(𝑡) = 𝑥3

⋮
̇𝑥𝑛−1 = 𝑥(𝑛−1)(𝑡) = 𝑥𝑛

̇𝑥𝑛 = 𝑥(𝑛)(𝑡) = 𝑢(𝑡) − 𝑎0𝑥(𝑡) − 𝑎1 ̇𝑥(𝑡) − ⋯ − 𝑎𝑛−1𝑥(𝑛−1)(𝑡) (6)

= 𝑢(𝑡) − 𝑎0𝑥1 − 𝑎1𝑥2 − ⋯ − 𝑎𝑛−1𝑥𝑛
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其中 (6) 源于 (5)。将上面式子组合成矩阵形式即为

ẋ =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

̇𝑥1
̇𝑥2
⋮

̇𝑥𝑛−1
̇𝑥𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋯ 0
0 0 0 ⋱

⋮ 1
−𝑎0 −𝑎1 −𝑎2 ⋯ −𝑎𝑛−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐴

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥1
𝑥2
⋮

𝑥𝑛−1
𝑥𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
⋮
0
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦⏟

𝑏

𝑢 (7)

这就是系统的状态方程。

现在来考虑 (4)。同样作拉氏反变换得

𝑦(𝑡) = 𝑏𝑛−1𝑥(𝑛−1)(𝑡) + ⋯ + 𝑏1 ̇𝑥(𝑡) + 𝑏0𝑥(𝑡) + 𝑑𝑢(𝑡)

利用上面定义的状态将其改写成

𝑦(𝑡) = 𝑏𝑛−1𝑥𝑛 + ⋯ + 𝑏1𝑥2 + 𝑏0𝑥1 + 𝑑𝑢(𝑡)

写成矩阵形式就是

𝑦 = [𝑏0 ⋯ 𝑏𝑛−2 𝑏𝑛−1]⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑐

x + [𝑑]𝑢 (8)

这就是系统的输出方程。(7) 与 (8) 共同构成了系统的状态空间描述。

二、有共轭复数极点的系统之实现

考虑传递函数

𝐺(𝑠) = 𝑎𝑠 + 𝑏
(𝑠 − 𝜎)2 + 𝜔2

其中各系数均为实数。考虑将其按两个单极点进行部分分式展开

𝐺(𝑠) = 𝑘1
𝑠 − (𝜎 + j𝜔) + 𝑘2

𝑠 − (𝜎 − j𝜔)

𝑘1, 𝑘2 两个系数均为复数，需要满足

⎧{
⎨{⎩

𝑎 = 𝑘1 + 𝑘2 = (Re 𝑘1 + Re 𝑘2) + j(Im 𝑘1 + Im 𝑘2)
𝑏 = −𝑘1(𝜎 − j𝜔) − 𝑘2(𝜎 + j𝜔)

由 𝑎 ∈ R，可知 Im 𝑘1 + Im 𝑘2 = 0，即 𝑘2 = 𝑘∗
1（互为复共轭）。令 𝑘1 = 𝑘，上式改写成

⎧{{
⎨{{⎩

𝑎 = 2 Re 𝑘
𝑏 = −𝑘(𝜎 − j𝜔) − 𝑘∗(𝜎 + j𝜔) = −𝑘(𝜎 − j𝜔) − (𝑘(𝜎 − j𝜔))∗

= −2 Re(𝑘(𝜎 − j𝜔)) = −2(Re 𝑘 ⋅ 𝜎 + Im 𝑘 ⋅ 𝜔)
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将上面第一式代入第二式，再整理得
⎧{
⎨{⎩

Re 𝑘 = 1
2𝑎

Im 𝑘 = −1
2

𝑎𝜎+𝑏
𝜔

则

𝐺(𝑠) =
1
2 (𝑎 − j𝑎𝜎+𝑏

𝜔 )
𝑠 − (𝜎 + j𝜔) +

1
2 (𝑎 + j𝑎𝜎+𝑏

𝜔 )
𝑠 − (𝜎 − j𝜔)

即

𝑌 (𝑠) =
1
2 (𝑎 − j𝑎𝜎+𝑏

𝜔 )
𝑠 − (𝜎 + j𝜔) 𝑈(𝑠) +

1
2 (𝑎 + j𝑎𝜎+𝑏

𝜔 )
𝑠 − (𝜎 − j𝜔) 𝑈(𝑠)

令

𝑍1(𝑠) = 1
2

𝑈(𝑠)
𝑠 − (𝜎 + j𝜔), 𝑍2(𝑠) = 1

2
𝑈(𝑠)

𝑠 − (𝜎 − j𝜔)
则可写出状态空间实现为（提出 1

2 是为了最终的形式简单起见，没有本质影响）

̇z = [ ̇𝑧1
̇𝑧2
] = [𝜎 + j𝜔 0

0 𝜎 − j𝜔
]

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝐴

[𝑧1
𝑧2

] + [1/2
1/2

]
⏟

𝑏

𝑢

𝑦 = [𝑎 − j𝑎𝜎+𝑏
𝜔 𝑎 + j𝑎𝜎+𝑏

𝜔 ]⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑐

z

矩阵中含有复数值。为将其变为实数，考虑使用变换矩阵。

观察 𝑦 的形式，会发现 𝑦 等于一个系数乘以一个状态变量，再加上同一个系数的共轭乘以另一个状
态变量。因为 𝑦 是实的，可以认为两个状态变量是“共轭”的。从状态方程中，两个状态相应于共轭的
特征根也可以感受到这一点。𝑦 的现有形式，其实等于系数的实部乘以状态变量的“实部”加上系数的虚
部乘以状态变量的“虚部”（的两倍）。如果能写成这样的形式，那么系数就都是实的了。因此，为了提

取两个状态变量的“实部”和“虚部”，可以令新状态是

𝑥1 = 𝑧1 + 𝑧2

𝑥2 = j(𝑧1 − 𝑧2)

那么变换就是

x = [𝑥1
𝑥2

] = [1 1
j −j

] z

将变换矩阵记为 𝑃 并作用于原系统得到

̄𝐴 = 𝑃𝐴𝑃 −1 = [1 1
j −j

] [𝜎 + j𝜔 0
0 𝜎 − j𝜔

] [
1
2 −1

2 j
1
2

1
2 j

] = [𝜎 + j𝜔 𝜎 − j𝜔
𝜎j − 𝜔 −𝜎j − 𝜔

] [
1
2 −1

2 j
1
2

1
2 j

] = [ 𝜎 𝜔
−𝜔 𝜎

]

�̄� = 𝑃𝑏 = [1 1
j −j

] [1/2
1/2

] = [1
0
]

̄𝑐 = 𝑐𝑃 −1 = [𝑎 − j𝑎𝜎+𝑏
𝜔 𝑎 + j𝑎𝜎+𝑏

𝜔 ] [
1
2 −1

2 j
1
2

1
2 j

] = [𝑎 −𝑎𝜎+𝑏
𝜔 ]
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这样各矩阵就都是实矩阵了，便于分析。注意到 ̄𝑐（记录了两个状态加权得到 𝑦 的系数）的确由原来系
数的实部和虚部构成。

当然状态的变换还有别的取法。为了得到讲义上面的形式，取

𝑥1 = j(𝑧2 − 𝑧1)
𝑥2 = 𝑧1 + 𝑧2

那么变换后各矩阵是

̄𝐴 = 𝑃𝐴𝑃 −1 = [−j j
1 1

] [𝜎 + j𝜔 0
0 𝜎 − j𝜔

] [
1
2 j 1

2
−1

2 j 1
2
] = [−𝜎j + 𝜔 𝜎j + 𝜔

𝜎 + j𝜔 𝜎 − j𝜔
] [

1
2 j 1

2
−1

2 j 1
2
] = [ 𝜎 𝜔

−𝜔 𝜎
]

�̄� = 𝑃𝑏 = [−j j
1 1

] [1/2
1/2

] = [0
1
]

̄𝑐 = 𝑐𝑃 −1 = [𝑎 − j𝑎𝜎+𝑏
𝜔 𝑎 + j𝑎𝜎+𝑏

𝜔 ] [
1
2 j 1

2
−1

2 j 1
2
] = [𝑎𝜎+𝑏

𝜔 𝑎]

同样各矩阵都化为实矩阵。
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