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第 1章 非线性系统的一些基本概念

1.1 非线性控制系统概述

【以下内容部分摘编自前言中的参考文献 3，斜体/楷体部分改编自讲义】

Classifying systems as linear and nonlinear is like classifying the universe as bananas and
non-bananas.

许多控制系统都具有非线性特性．

例如，随动系统的齿轮传动具有齿隙和干摩擦等；再如，许多执行机构都不可能无限制地

增加其输出功率，因此就存在饱和非线性特性．这些例子中的非线性是由于系统的不完善

而产生的，这种不完善实际上是不可避免的．

有些非线性是系统动态特性本身所固有的，无法用线性近似描述（Some hardware nonlin-
earities do not have linear approximations）．例如，高速运动的机械手各关节之间有科氏力
的耦合，这种耦合是非线性的，如果要研究机械手高速运动的控制就必须考虑非线性耦

合；再如，电力系统中传输功率与各发电机之间相角差的正弦成正比，如果要研究电力系

统中的大范围运动时，就必须考虑非线性特性的影响．

还有一类对象本身虽然是线性的，但为了对它进行高质量的控制，常常在控制系统中有意

识地引进非线性的控制规律．例如时间最短控制就要采用 bang-bang控制，它是非线性的．
比局部线性化的控制获得更好的效果（Better cost/performance than assembly of local linear
controls）
严格说来，非线性是普遍存在的，非线性系统才是最一般的系统，线性系统只是其中的特

殊例子．All systems are nonlinear—nonlinear control extends range of possible operation and linear
systems are not rich enough to describe many commonly observed phenomena.
非线性特性千差万别，不可能有统一的普遍适用的处理办法．而线性系统则大为简单，可

以用线性常微分方程来描述．解线性常微分方程已有成熟的方法，因此线性控制系统理论取得

了很大的成就．对比之下非线性微分方程只有在个别情况下才有解析解．这给非线性控制系统

的研究带来极大的困难．

非线性系统和线性系统之间的本质差别可概括为以下两点：

1.对于线性系统叠加定理可以应用，对于非线性系统因为特性不是线性的，因此叠加定理
不能应用．叠加定理可以应用的系统很容易分析，小信号和大信号作用的结果应该一致；对于

叠加定理不能应用的系统，分析则大为复杂，大信号和小信号作用的结果可以大不相同．

2.一般来说对于非线性系统不能求得完整的解（closed form solution），目前的数学工具还
远远不够．因此一般只能对非线性系统的运动情况作一些估计，例如对系统的稳定性、动态品

质等作一些估计．

我们知道线性控制系统中的运动只可能有几种情况：如衰减的或发散的振荡或不振荡运

动，或临界的振荡等等．而非线性系统中的运动，可以是振荡的或不振荡的过程，这种振荡严

格说来不一定能用调和函数来表示；可以是稳定的或不稳定的，这种稳定可以是全局的，也可
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2 第 1章 非线性系统的一些基本概念

能是局部的；可以出现振荡的极限环，这种极限环可能有多个；还可能出现混沌（chaos）现
象，既非稳定的极限环，又非无限制的发散．总之，非线性系统中的运动要复杂得多．

由于许多控制系统中都有非线性，有些非线性对系统的运行是有害的，应设法克服它的有

害影响；有些非线性是有益的，应在设计时予以考虑．因此从事控制工作的工程师和研究人员

早就对非线性控制系统的研究予以很大关注，多年来在这方面已经积累了许多成果．但由于非

线性系统的复杂性，在这方面的研究工作有相当大的困难，因此研究成果还远不能满足实际需

要，在这方面有待研究的问题还很多．近年来，随着计算能力的提升（Empowered by modern
computational tools），由于工程实际的需要以及人们对提高控制系统智能化程度的重视，研究
工作者对非线性系统理论给予很大关注，希望能够取得新的重要进展．

前面提到非线性是普遍存在的，线性系统只是一个特例，但这决不能贬低线性系统理论的

重要性．线性系统理论仍然是系统理论的基础．许多非线性系统的极限或临界情况是线性系统，

许多非线性系统是由线性系统组合、引伸或改造而来．因此研究非线性系统理应首先要对线性

系统理论有较深入的了解．事实上许多非线性系统的分析方法要借助于线性系统理论的成果．

此外，系统的不确定性要采用非线性控制的手段来抑制（System uncertainty should be treated
with nonlinear control），第 4章要提到的自适应控制即属此类；有些非线性控制设计是基于物理
学原理，更为直观也更易理解（Some nonlinear control designs are based on physical principles—
provide better intuition and understanding）．

1.2 非线性控制系统的数学方程

对于非线性系统，人们常常采用微分方程或非线性算子方程来描述．本节介绍非线性控制

系统的微分方程描述方法．

相当广泛的一类非线性控制系统可用 𝑛阶常微分方程来描述：
d𝑛𝑦(𝑡)

d𝑡𝑛
= ℎ

[
𝑡, 𝑦(𝑡), ¤𝑦(𝑡), . . . , d𝑛−1𝑦(𝑡)

d𝑡𝑛−1

]
, 𝑡 ≥ 0 (1.1)

其中 𝑢(𝑡)为输入，𝑦(𝑡)为输出．若定义

𝑥1(𝑡) = 𝑦(𝑡),

𝑥2(𝑡) = ¤𝑦(𝑡),
...

𝑥𝑛 (𝑡) =
d𝑛−1𝑦(𝑡)

d𝑡𝑛−1 ,

则 (1.1)式可改写为 𝑛个一阶微分方程所构成的方程组：

¤𝑥1(𝑡) = 𝑥2(𝑡),

¤𝑥2(𝑡) = 𝑥3(𝑡),
...

¤𝑥𝑛−1(𝑡) = 𝑥𝑛 (𝑡),

¤𝑥𝑛 (𝑡) = ℎ [𝑡, 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), . . . , 𝑥𝑛 (𝑡), 𝑢(𝑡)] .

(1.2)
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1.3 非线性常微分方程的解 3

如果定义向量 𝑥(·) : R+ → R𝑛， 𝑓 : R+ × R𝑛 × R → R𝑛 如下：

𝑥(𝑡) = [𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛 (𝑡)]T

𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝑢) = [𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛, ℎ(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢)]T

则方程组 (1.2)可写成向量微分方程的形式：

¤𝑥(𝑡) = 𝑓 [𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)], 𝑡 ≥ 0 (1.3)

式中 𝑥为状态向量，𝑥1至 𝑥𝑛 为状态变量．在上面的推导中设 𝑢(𝑡)为单变量，若系统中有多个
输入，则式 (1.3)的形式仍然可用，只是 𝑢(𝑡)为向量．

今后我们就用式 (1.3)来描述一般非线性控制系统．在这个一般的系统上附加限制条件，会
衍生出一系列概念．

1.4 定义

♣

若 𝑓 与 𝑡 无关，即 (1.3) 可写为 ¤𝑥 = 𝑓 [𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)], 𝑡 ≥ 0，则称系统是自治（或驻定，
autonomous）的，否则系统是非自治（或非驻定，nonautonomous）的．
若 𝑢(𝑡) = 0，则

¤𝑥(𝑡) = 𝑓 [𝑡, 𝑥(𝑡)], 𝑡 ≥ 0, 𝑥(0) = 𝑥0 (1.5)

代表系统的自由运动．

如果输入量 𝑢(𝑡)可从函数 𝑓 中分列出来，则系统方程可以写为

¤𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑡, 𝑥) + 𝐵(𝑡, 𝑥)𝑢(𝑡)

称此类系统是仿射的．这样的系统有其自身的特点．

1.3 非线性常微分方程的解

对于一个用式 (1.3)来描述的非线性控制系统，我们希望对每个输入 𝑢(𝑡)，下列情况成立：
1. 式 (1.3)至少存在一个解【解的存在性（existence）】；
2. 式 (1.3)只存在一个解【解的唯一性（uniqueness）】；
3. 时间半轴 [0,∞)上，式 (1.3)只存在一个解；
4. 时间半轴 [0,∞)上，式 (1.3)只存在一个解，且该解与初值 𝑥(0) 存在连续变化的关系．
以上是我们的期望，这些要求是相当强的，只有对 𝑓 提出相当严格的要求才能实现．我们

可以举出以下一些不符合上述要求的例子．

1.6 例：不存在解

考虑如下非线性系统（其中 𝑥为标量）

¤𝑥 = − sgn(𝑥) =

−1 𝑥 ≥ 0

1 𝑥 < 0
, 𝑡 ≥ 0, 𝑥(0) = 0.

假设存在一解 𝑥(𝑡)，其对 𝑡 连续且初始值满足 𝑥(0) = 0．
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4 第 1章 非线性系统的一些基本概念

若存在 𝑡1 > 0使得 𝑥(𝑡) < 0，那么对于任意 𝑡 ∈ (0, 𝑡1)均有 ¤𝑥 = 1，于是

𝑥(𝑡) − 𝑥(0) = 𝑡 =⇒ 𝑥(𝑡) = 𝑡 > 0,

这就推出了矛盾．

若存在 𝑡1 > 0使得 𝑥(𝑡) ≥ 0，那么对于任意 𝑡 ∈ (0, 𝑡1)均有 ¤𝑥 = −1，于是

𝑥(𝑡) − 𝑥(0) = −𝑡 =⇒ 𝑥(𝑡) = −𝑡 < 0,

同样推出了矛盾．

因此，满足初始条件和微分方程的解 𝑥(𝑡)是不存在的，也就是不满足上述第 1点．

1.7 例：解存在但不唯一

考虑如下非线性系统（其中 𝑥为标量）

¤𝑥 = 1
2𝑥
, 𝑡 ≥ 0, 𝑥(0) = 0

此方程有两个解：𝑥1(𝑡) = 𝑡1/2 和 𝑥2(𝑡) = −𝑡1/2．
考虑如下非线性系统（其中 𝑥为标量）

¤𝑥 = 𝑥1/3, 𝑡 ≥ 0, 𝑥(0) = 0

可自行验证，对于任意 𝑡0 > 0，𝑥(𝑡) =

[ 2

3 (𝑡 − 𝑡0)
]3/2

𝑡 ≥ 𝑡0
0 𝑡 < 𝑡0

都能满足上式．

上面两个例子满足上述第 1点但不满足第 2点．

1.8 例：时间半轴 [0,∞)上不存在解
考虑如下非线性系统（其中 𝑥为标量）

¤𝑥 = 𝑥2, 𝑡 ≥ 0, 𝑥(0) = 1

移项得到 −𝑥−2 ¤𝑥 = −1，凑微分可知 d
d𝑡 𝑥

−1 = −1，则
1
𝑥(𝑡) −

1
𝑥(0) = −𝑡 =⇒ 𝑥(𝑡) = 1

1
𝑥 (0) − 𝑡

=
1

1 − 𝑡

此解在 𝑡 → 1时趋于无穷大，则在 [0,∞)不存在连续可微的解 𝑥(𝑡)．
考虑如下非线性系统（其中 𝑥为标量）

¤𝑥 = 1 + 𝑥2, 𝑡 ≥ 0, 𝑥(0) = 0

可自行验证，此方程在 [0, 𝜋
2 ) 区间内有唯一解 𝑥(𝑡) = tan 𝑡，同样在 𝑡 → 𝜋/2时趋于无穷大，

即在 [0,∞)不存在连续可微的解 𝑥(𝑡)．
上面两个例子满足上述第 1、2点但不满足第 3点．

上面的例子和陈述说明解的存在性和唯一性是十分重要的．下面基于方程 (1.5)，不加证
明地介绍这方面的一些基本知识．分为局部解情况和全局解情况来说明．
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1.3 非线性常微分方程的解 5

1.9 定理：局部唯一解条件

♥

如果 (1.5) 中的 𝑓 对于 𝑡 和 𝑥 是连续的，则解是存在的；进一步地，若存在有界常数

𝑇, 𝑟, ℎ, 𝑘，满足

‖ 𝑓 (𝑡, 𝑥) − 𝑓 (𝑡, 𝑦)‖ ≤ 𝑘 ‖𝑥 − 𝑦‖,∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵,∀𝑡 ∈ [0, 𝑇]（变化率有限性） (1.10)

其中 𝐵 = {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥 − 𝑥0‖ ≤ 𝑟}代表 R𝑛 中的一个球，及

‖ 𝑓 (𝑡, 𝑥0)‖ ≤ ℎ,∀𝑡 ∈ [0, 𝑇]（有界性） (1.11)

则存在 𝛿 > 0，使得区间 [0, 𝛿] 中 (1.5)式有唯一解．

上述 (1.10)称为 Lipschitz条件，且表明只在局部区间满足，因此所讨论的解也是局部的．

1.12 推论

♥

如果在 (0, 𝑥0)的邻域内 𝑓 对 𝑥的偏导存在并连续，对 𝑡的单边偏导存在并连续，则 (1.5)
在相当小的区间 [0, 𝛿] 内存在唯一解．

1.13 例：局部 Lipschitz条件
(·)1/3不满足局部 Lipschitz条件，因为其在 𝑥(0) = 0附近具有无穷大的斜率．而 (·)3则满

足局部 Lipschitz条件，因为

𝑥3 − 𝑦3 = (𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2) (𝑥 − 𝑦)

对于分解中的前者，在 𝑥(0)的任意邻域内，总可以找到一个数 𝐿作为其界，也即总有 |𝑥3−𝑦3 | ≤
𝐿 |𝑥 − 𝑦 |．

1.14 定理：全局唯一解条件

♥

如果在 𝑇 ∈ [0,∞) 区间中均存在有界常数 𝑘𝑇 和 ℎ𝑇，使得

‖ 𝑓 (𝑡, 𝑥) − 𝑓 (𝑡, 𝑦)‖ ≤ 𝑘𝑇 ‖𝑥 − 𝑦‖,∀𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛,∀𝑡 ∈ [0, 𝑇]（变化率有限性） (1.15)

与

‖ 𝑓 (𝑡, 𝑥0)‖ ≤ ℎ𝑇 ,∀𝑡 ∈ [0, 𝑇]（有界性） (1.16)

则 (1.5)在区间 [0, 𝑇],∀𝑇 ∈ [0,∞)中有唯一解．

上述 (1.15)称为全局 Lipschitz条件．粗略地说，如果系统在全局范围内满足 Lipschitz条
件，则在全局范围内，在 [0,∞) 内系统有唯一解．

1.17 定理

♥

设对于所有 𝑡 ≥ 𝑡0 和所有 𝑥 ∈ 𝐷 ⊂ R𝑛，有 𝑓 (𝑡, 𝑥) 对 𝑡 分段连续且对 𝑥 局部 Lipschitz．令
𝑊 是 𝐷 的一个紧子集（compact subset，即有界闭子集），𝑥0 ∈ 𝑊，并已知

¤𝑥 = 𝑓 (𝑡, 𝑥), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0

的每个解都完全处于𝑊 中．那么 𝑡 ≥ 𝑡0 区间上，上述方程存在唯一的解．
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6 第 1章 非线性系统的一些基本概念

下面定义一种特殊的解．

1.18 定义：平衡点，孤立平衡点

♣

考虑自由运动表达式 (1.5)．
称一状态 𝑥∗是平衡点（equilibrium point），当且仅当其满足 𝑓 (𝑡, 𝑥∗) ≡ 0,∀𝑡 ≥ 𝑡0．
进一步地，称一平衡点是孤立的（isolated），如果存在某个 𝛿 > 0，使得在球域
𝐵(𝑥0, 𝛿) = {𝑥 : ‖𝑥 − 𝑥∗‖ ≤ 𝛿}里，不存在其他平衡点．

换言之，𝑥 = 𝑥∗为平衡点，那么当系统的状态自 𝑥∗起始时，其将一直保持该状态．

1.19 例：线性系统的平衡点

考虑线性系统 ¤𝑥 = 𝐴𝑥．那么其平衡点 𝑥∗满足 𝐴𝑥∗ ≡ 0．则
当 𝐴为非奇异时，上述方程有且仅有平凡解 𝑥∗ = 0，即平衡点唯一．
当 𝐴为奇异时，上述方程的解构成一向量空间，即平衡点不唯一，或称构成一连续统（con-
tinum）．

1.4中提及了自治系统和非自治系统的定义．下面讨论一下这两类系统平衡点的区别．
对于自治系统的自由运动

¤𝑥 = 𝑓 (𝑥), 𝑥(0) = 𝑥0 (1.20)

令 𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡 − 𝑡0)，我们有 𝑦(𝑡0) = 𝑥(0) = 𝑥0，并且

¤𝑦 = d𝑥(𝑡 − 𝑡0)
d𝑡

= 𝑓 (𝑥(𝑡 − 𝑡0)) = 𝑓 (𝑦) (1.21)

可见 (1.20)和 (1.21)除起始时刻不同外，具有同样的形式，则两者的解 𝑥(𝑡)和 𝑦(𝑡)也一定
相同，只是起始时刻不同．自治系统的这一特性称为时移不变性（shift-invariance）．
对于非自治系统的自由运动

¤𝑥 = 𝑓 (𝑡, 𝑥), 𝑥(0) = 𝑥0 (1.22)

令 𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡 − 𝑡0)，我们有 𝑦(𝑡0) = 𝑥(0) = 𝑥0，然而

¤𝑦 = d𝑥(𝑡 − 𝑡0)
d𝑡

= 𝑓 (𝑡 − 𝑡0, 𝑥(𝑡 − 𝑡0)) = 𝑓 (𝑡 − 𝑡0, 𝑦) (1.23)

可见 (1.22)和 (1.23)具有不同的形式，则两者的解 𝑥(𝑡)和 𝑦(𝑡)也不同．也就是说，系统的
初始时刻是很重要的，时移不变性不再成立．这也就是我们在讨论非自治系统稳定性（第

3章）时需要引入一致性（uniformity）概念的原因．
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第 2章 自治系统的稳定性分析

2.1 自治系统稳定性的概念
考虑自治系统的自由运动

¤𝑥 = 𝑓 (𝑥) (2.1)

其中 𝑓 : 𝐷 → R𝑛是从 𝐷至 R𝑛的局部 Lipschitz映射，𝐷 ⊂ R𝑛为包含 𝑥 = 0的域，这保证了上
式的解存在且唯一．假定 𝑓 (0) = 0，意即 𝑥 = 0为一平衡点．根据上章末尾的讨论，不妨设初
始时刻 𝑡0 = 0．�
注记 假定 𝑥 = 0为平衡点并不失去一般性．因为若考虑一非零平衡点 𝑥∗，意即其满足 𝑓 (𝑥∗) = 0，
那么作变换 𝑧 = 𝑥 − 𝑥∗，即有

¤𝑧 = ¤𝑥 = 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑧 + 𝑥∗)

令 𝑔(𝑧) = 𝑓 (𝑧 + 𝑥∗)，则
𝑔(𝑧) = 0 =⇒ 𝑓 (𝑧 + 𝑥∗) = 0 =⇒ 𝑧 = 0

因此 𝑥∗的稳定性问题同样可归于讨论 𝑧 = 0的稳定性问题．（对于非自治系统也可类似分析）

2.2 定义：自治系统的稳定性

♣

式 (2.1)的平衡点 𝑥 = 0是
稳定的（stable），若对于任意 𝜀 > 0，均存在 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0（意即，存在与 𝜀 有关的

𝛿），使得

‖𝑥(0)‖ < 𝛿 =⇒ ‖𝑥(𝑡)‖ < 𝜀,∀𝑡 ≥ 0

不稳定的（unstable），若其不是稳定的；意即，对于某个 𝜀 > 0，不存在 𝛿 > 0使得
第一点中的式子成立．

渐近稳定的（asymptotically stable），若其稳定且存在 𝑐 > 0使得

‖𝑥(0)‖ < 𝑐 =⇒ lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 0

指数稳定的（exponentially stable），若存在两个实数 𝛼, 𝜆 > 0使得

‖𝑥(0)‖ < 𝛿 =⇒ ‖𝑥(𝑡)‖ < 𝛼‖𝑥(0)‖e−𝜆𝑡 ,∀𝑡 ≥ 0

临界稳定的（marginally stable），若 𝑥 = 0是稳定的，但不是渐近稳定的．
全局渐近稳定/指数稳定的（globally asymptotically/exponentially stable），若上述渐
近稳定或指数稳定对于任意初始状态都成立．

�
注记 指数稳定表明 𝑥(𝑡)以较一指数函数更快的速率随 𝑡 → ∞而趋于 0．一般而言，指数稳定
蕴涵渐近稳定．对于线性系统而言，指数稳定和渐近稳定是等价的．

下面以图示说明稳定性与不稳定性．前三例来自前言中参考文献 2第 49-51页，最后一例
来自参考文献 3第 12-13页．

7
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8 第 2章 自治系统的稳定性分析

2.3 例：稳定与不稳定的图示

下图展示了不同稳定情况的状态轨线的运动．稳定的曲线 1、2对于 ‖𝑥(𝑡)‖ < 𝑅 的情况能

在某个以 𝑟 为半径的球域 𝑆𝑟 内找到一个 𝑥(0) 作为初始，且渐近稳定的曲线 1的状态还会
随 𝑡 → ∞而趋于 0，临界稳定的曲线 2不会趋于 0；而对于不稳定的曲线 3，则可以找到一
半径为 𝑅的球域 𝑆𝑅，使得起始状态无论距离原点多近（或者说，无论初始状态所属的球域

𝑆𝑟 半径多小），解总会超出 𝑆𝑅．

图 2.1: 稳定与不稳定的示例

考虑如下范德坡（Van der Pol）方程
¤𝑥1 = 𝑥2

¤𝑥2 = −𝑥1 + (1 − 𝑥1
2)𝑥2

原点是其平衡点．绘出其相轨迹，发现自任意非零状态出发的状态均会趋于一极限环（limit
cycle）．因此，在极限环内任取一球域，则可见自任意接近原点（也即起始状态的球域半径
任意小）的状态出发的轨线最终均会超出该球域而到达极限环，则原点不稳定．此例说明，

对于非线性系统，不稳定的形式有多种，未必是线性系统中更常见的“发散至无穷远处”．

图 2.2: 范德坡方程的相轨迹

在下图所示的系统中，所有自单位球内非零初始状态出发的轨线，均会先向外到达 𝐶 后再

收敛回原点．因此，起始状态无论距离原点多近，解总会超出单位球域，即原点是不稳定

的．然而，当时间足够长时，从单位球域内出发的状态总会趋于 0，即收敛于原点．这也是
在渐近稳定性的定义中需要首先以稳定为前提的原因．称这种轨迹不稳定是合理的，因为

类似图中 𝐶 这样的曲线可能已经位于模型可用范围之外．例如，飞机在亚音速和超音速情

形下的动力学完全不同．假若我们按亚音速动力学模型绘制出下面相图，那么 𝐶 可能已经

进入超音速区域，那么达到 𝐶 的轨线就不再可用．
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2.1 自治系统稳定性的概念 9

图 2.3: 具有收敛性但不稳定的例子之一

考虑系统方程 
¤𝑥 = 𝑓 (𝑥) + 𝑦

¤𝑦 = −𝑥

其中

𝑓 (𝑥) =


−4𝑥, 𝑥 > 0

2𝑥, −1 ≤ 𝑥 ≤ 0

−𝑥 − 3, 𝑥 < −1

可分三段求出系统的通解为
𝑥 = 𝐶1(2 −

√
3)e(−2+

√
3)𝑡 + 𝐶2(2 +

√
3)e(−2−

√
3)𝑡

𝑦 = 𝐶1e(−2+
√

3)𝑡 + 𝐶2e(−2−
√

3)𝑡
(𝑥 > 0)


𝑥 = 𝐶1e𝑡 + 𝐶2𝑡e𝑡

𝑦 = (−𝐶1 + 𝐶2)e𝑡 − 𝐶2𝑡e𝑡
(−1 ≤ 𝑥 ≤ 0)


𝑥 = 1

2e− 𝑡
2𝐶1

(
cos

√
3

2 𝑡 +
√

3 sin
√

3
2 𝑡

)
+ 1

2e− 𝑡
2𝐶2

(
sin

√
3

2 𝑡 −
√

3 cos
√

3
2 𝑡

)
𝑦 = 𝐶1e−

𝑡
2 cos

√
3

2 𝑡 + 𝐶2e−
𝑡
2 sin

√
3

2 𝑡 + 3
(𝑥 < −1)

根据上面的解绘制出相轨迹如下，可知此系统不稳定，但所有解均会趋于原点．

图 2.4: 具有收敛性但不稳定的例子之二
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10 第 2章 自治系统的稳定性分析

2.4 例：稳定与不稳定的计算例

以下两例中 𝑥 = 0均为平衡点．
考虑方程

¤𝑥 = −(1 + sin2 𝑥)𝑥

其解为 𝑥(𝑡) = 𝑥(0)e−
´ 𝑡

0 (1+sin2 𝑥 (𝜏 ) ) d𝜏 ⇒ ‖𝑥(𝑡)‖ ≤ ‖𝑥(0)‖e−𝑡 . 因此，状态 𝑥 指数收敛至 𝑥 = 0
（其中 𝜆 = 1）．
考虑方程

¤𝑥 = −𝑥2, 𝑥(0) = 1

其解为 𝑥(𝑡) = 1
𝑡+1，则 𝑥 = 0为渐近稳定的，但不是指数稳定的．

2.2 正定函数（能量函数）

2.5 定义：正定、正半定、负定、负半定函数

♣

称一函数 𝑉 : 𝐷 → R是
正定的（positive definite），若 𝑉 (0) = 0且对任意 𝑥 ≠ 0均有 𝑉 (𝑥) > 0；
正半定的（positive semidefinite），若 𝑉 (0) = 0且对任意 𝑥 ≠ 0均有 𝑉 (𝑥) ≥ 0；
负定的（negative definite）/负半定的（negative semidefinite），若 −𝑉 (𝑥)是正定/正半
定的．

�
注记 需要特别注意，上面这些函数的输出均为标量，且在 0处取值均为 0．

2.6 例：正定、正半定函数

令 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2)T．那么

𝑉 (𝑥) = 𝑥2
1 是正半定的，因为其在原点处取值为 0，对于所有 𝑥 均为非负，且对所有满足

𝑥1 = 0（𝑥2 可为任意值）的 𝑥均等于 0．
𝑉 (𝑥) = 𝑥2

1 + 𝑥2
2 是正定的，因为其在（且仅在）原点处取值为 0，对于所有 𝑥均为非负．

𝑉 (𝑥) = 𝑥2
1 + 𝑥2

2 + 1不符合正定的定义，因为其在原点处取值不为 0．
𝑉 (𝑥) = 𝑥2

1
1+𝑥2

1
+ 𝑥2

2 是正定的，理由同第二例．

𝑉 (𝑥) = (𝑥2
1, 𝑥

2
2)T 不符合正定的定义，因为它的输出不是标量．

2.7 例：局部正定函数

考虑𝑉 (𝑥) = 𝑥2(4−𝑥2)（𝑥为标量），若规定 𝑥 ∈ (−2, 2)，则该函数是正定的；若 𝑥 ∈ [−2, 2]，
则该函数是正半定的；对于其余情形，原函数不定．

下面以一个物理系统说明正定函数的物理含义．
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2.2 正定函数（能量函数） 11

2.8 例：正定函数与能量

考虑右图所示的含阻尼单摆系统，根据物理知识可写出其动力学方程（注意阻力与速度

𝑙 ¤𝜃 成正比且反向）
𝑙𝑚 ¥𝜃 = −𝑘𝑙 ¤𝜃 − 𝑚𝑔 sin 𝜃

图 2.5: 带阻尼单
摆系统

定义 𝑥 = (𝜃, ¤𝜃)T（限制 −𝜋 < 𝜃 ≤ 𝜋），那么可写出其状态空间表达式

¤𝑥1 = 𝑥2

¤𝑥2 = − 𝑘
𝑚
𝑥2 −

𝑔

𝑙
sin 𝑥1

根据物理中的动能和势能（选最低点为零势能面），写出其总能量

𝑉 =
1
2
𝑚𝑣2 + 𝑚𝑔ℎ

=
1
2
𝑚(𝑙 ¤𝜃)2 + 𝑚𝑔𝑙 (1 − cos 𝜃)

=
1
2
𝑚(𝑙𝑥2)2 + 𝑚𝑔𝑙 (1 − cos 𝑥1)

可见 𝑉 是正定的．求其对 𝑡 的导数可得

¤𝑉 = 𝑚𝑙2𝑥2 ¤𝑥2 + 𝑚𝑔𝑙 (sin 𝑥1) ¤𝑥1

= 𝑚𝑙2𝑥2

(
− 𝑘
𝑚
𝑥2 −

𝑔

𝑙
sin 𝑥1

)
+ 𝑚𝑔𝑙 (sin 𝑥1)𝑥2

= −𝑘𝑙2𝑥2
2 ≤ 0

可见 ¤𝑉 是负半定的，意即系统的能量随时间而衰减——这同系统有阻尼相合．本例说明，
正定函数可看作对于系统内存储的“能量”的数学抽象．之后我们会看到，所有的 Lyapunov
稳定性定理都聚焦于沿系统状态变动的正定函数及其随时间的导数．

最简单也是最为常见的正定函数是二次型（quadratic form），其为自 R𝑛 至 R的函数

𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑃𝑥

其中 𝑃 = 𝑃T ∈ R𝑛×𝑛．二次型函数 𝑉 (𝑥) 的正定/正半定/负定/负半定性，取决于 𝑃 的正定/正半
定/负定/负半定性．下面定理证明略去，可参看本科线性代数教材．

2.9 定理：实对称矩阵正定、正半定、负定、负半定的判据

♥

矩阵 𝑃 = 𝑃T ∈ R𝑛×𝑛 是

正定的，当且仅当其全部特征值都为正，或其所有顺序主子式（矩阵的 𝑖阶顺序主子

式，系矩阵的前 𝑖行前 𝑖列这一子块的行列式）均为正；

正半定的，当且仅当其全部特征值都非负，或其所有主子式（矩阵的 𝑖阶主子式，系

选取 𝑖行，再以这些行的行号作为列号，取出这些行中对应列的元素，再按原方位排

列所构成的 𝑖阶行列式）均为非负；

负定的，当且仅当其全部特征值都为负，或其奇数阶顺序主子式为负，偶数阶顺序主

子式为正．

负半定的，当且仅当其全部特征值都非正，或其所有主子式均为非正．
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12 第 2章 自治系统的稳定性分析

2.10 定义：相似与合同

♣

称两矩阵 𝐴, 𝐵相似，若存在可逆阵 𝑆使得 𝑆−1𝐴𝑆 = 𝐵；

称两矩阵 𝐴, 𝐵合同，若存在可逆阵 𝑆使得 𝑆T𝐴𝑆 = 𝐵．

2.11 定理：实对称矩阵的正交相似对角化

♥

对于任意 𝑃 = 𝑃T ∈ R𝑛×𝑛，均存在一正交矩阵 𝑈（即 𝑈T𝑈 = 𝐼）使得 𝑈−1𝑃𝑈 = Λ（也即

𝑈T𝑃𝑈 = Λ），其中 Λ为对角矩阵，且其对角线上的元素为 𝑃的所有特征值（均为实数，

各特征值出现次数等于代数重数）．

注意下述定理无需附加实对称的前提，因为 𝐶T𝐶 一定是对称的．

2.12 定理：正定、正半定矩阵的分解

♥

矩阵 𝑃 ∈ R𝑛×𝑛 是正半定的，当且仅当存在一矩阵 𝐶 ∈ R𝑛×𝑛，使得 𝑃 = 𝐶T𝐶；进一步地，

𝑃是正定的当且仅当 𝐶 可逆（或称为合同于单位阵）．进而，正定矩阵彼此合同．

2.13 定理：Rayleigh-Ritz不等式

♥

设 𝑃 = 𝑃T ∈ R𝑛×𝑛，并设 𝜆max 和 𝜆min 分别是 𝑃的最大特征值和最小特征值．则有

𝜆min‖𝑥‖2
2 ≤ 𝑥T𝑃𝑥 ≤ 𝜆max‖𝑥‖2

2

证明可见链接．

2.3 自治系统的稳定性定理

2.14 定理：Lyapunov稳定性定理

♥

令 𝑥 = 0为 (2.1)的平衡点，𝐷 ⊂ R𝑛 为包含 𝑥 = 0的域．令 𝑉 : 𝐷 → R为连续可微函数
且满足

𝑉 (0) = 0, 𝑉 (𝑥) > 0,∀𝑥 ∈ 𝐷\{0} (2.15)

¤𝑉 (𝑥) ≤ 0,∀𝑥 ∈ 𝐷 (2.16)

即𝑉 为正定且 ¤𝑉 为负半定，则 𝑥 = 0是稳定的．满足上述条件的𝑉 称为 Lyapunov函数．
进一步地，若

¤𝑉 (𝑥) < 0,∀𝑥 ∈ 𝐷\{0} (2.17)

即 ¤𝑉 为负定，那么 𝑥 = 0是渐近稳定的．
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图 2.6: 定理 2.14的证明过程图示

证明 对于 𝜀 > 0，选取 𝑟 ∈ (0, 𝜀] 使得

𝐵𝑟 = {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥‖ ≤ 𝑟} ⊂ 𝐷

令 𝛼 = min
‖𝑥 ‖=𝑟

𝑉 (𝑥)1，则由 (2.15)得 𝛼 > 0．取 𝛽 ∈ (0, 𝛼) 并令

Ω𝛽 = {𝑥 ∈ 𝐵𝑟 : 𝑉 (𝑥) ≤ 𝛽}

那么 Ω𝛽 一定在 𝐵𝑟 的内部（见图 2.6）2．若一状态轨线于 𝑡 = 0从 Ω𝛽 中出发，则该轨线一定

在所有时刻 𝑡 ≥ 0都留在 Ω𝛽 内部，这是因为由式 (2.16)可得

¤𝑉 (𝑥(𝑡)) ≤ 0 =⇒ 𝑉 (𝑥(𝑡)) ≤ 𝑉 (𝑥(0)) ≤ 𝛽,∀𝑡 ≥ 0

由于 Ω𝛽 是紧的（这是因为其封闭并以 𝐵𝑟 为界），那么由定理 1.17，(2.1)对于所有 𝑡 ≥ 0与所
有初始状态 𝑥(0) ∈ Ω𝛽 均存在唯一解．由于 𝑉 (𝑥)是连续的，且 𝑉 (0) = 0，因此存在 𝛿 > 0使得

‖𝑥‖ ≤ 𝛿 =⇒ 𝑉 (𝑥) < 𝛽

那么

𝐵𝛿 ⊂ Ω𝛽 ⊂ 𝐵𝑟

且

𝑥(0) ∈ 𝐵𝛿 =⇒ 𝑥(0) ∈ Ω𝛽 =⇒ 𝑥(𝑡) ∈ Ω𝛽 =⇒ 𝑥(𝑡) ∈ 𝐵𝑟

因此

‖𝑥(0)‖ < 𝛿 =⇒ ‖𝑥(𝑡)‖ < 𝑟 ≤ 𝜀,∀𝑡 ≥ 0

这就说明平衡点 𝑥 = 0是稳定的．

现在假设 (2.17)成立．为证明渐近稳定性，需证明 𝑡 → ∞时 𝑥(𝑡) → 0，也就是证明对于每
个 𝑎 > 0，均存在一 𝑇 > 0使得 ‖𝑥(𝑡)‖ < 𝑎,∀𝑡 > 𝑇．类似上面论述可得对于每个 𝑎 > 0，均存在
𝑏 > 0使得 Ω𝑏 ⊂ 𝐵𝑎．因此，只需证明 𝑡 → ∞时 𝑉 (𝑥(𝑡)) → 0即可3．因为 𝑉 (𝑥(𝑡)) 单调递减且
有下界 0，因此

𝑉 (𝑥(𝑡)) → 𝑐 ≥ 0, 𝑡 → ∞

1有界闭集（紧集）上的连续函数必取得最值．

2可用反证法说明．假若 Ω𝛽 不在 𝐵𝑟 的内部，则必存在一点 𝑝 ∈ Ω𝛽 处于 𝐵𝑟 的边界上．此点处，𝑉 (𝑝) ≥ 𝛼 > 𝛽，然而根据 Ω𝛽 的构
成可知对于任意 𝑥 ∈ Ω𝛽 均有 𝑉 (𝑥 ) ≤ 𝛽，这就产生了矛盾．

3取任意的 𝑎 > 0，那么其中总存在 Ω𝑏 ⊂ 𝐵𝑎．若证明了 𝑡 → ∞时 𝑉 (𝑥 (𝑡 ) ) → 0，那么对于任意 𝑏 > 0均存在 𝑇 使得 𝑉 (𝑥 (𝑡 ) ) <
𝑏, ∀𝑡 > 𝑇，也即时间足够长时总有 𝑥 (𝑡 ) ∈ Ω𝑏，也就是 𝑥 (𝑡 ) ∈ 𝐵𝑎，即 ‖𝑥 (𝑡 ) ‖ < 𝑎, ∀𝑡 > 𝑇．
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14 第 2章 自治系统的稳定性分析

为证明 𝑐 = 0，用反证法．假设 𝑐 ≠ 0．由于 𝑉 (𝑥) 的连续性，存在 𝑑 > 0 使得 𝐵𝑑 ⊂ Ω𝑐．

𝑉 (𝑥(𝑡)) → 𝑐 > 0意味着对于所有 𝑡 ≥ 0，𝑥(𝑡) 均在球 𝐵𝑑 外．令 −𝛾 = max
𝑑≤‖𝑥 ‖≤𝑟

¤𝑉 (𝑥)（其存在性之
缘由同脚注 1）．由 (2.17)可得 −𝛾 < 0．因此

𝑉 (𝑥(𝑡)) = 𝑉 (𝑥(0)) +
ˆ 𝑡

0

¤𝑉 (𝑥(𝜏)) d𝜏 ≤ 𝑉 (𝑥(0)) − 𝛾𝑡

当 𝑡 足够大时，上式右侧将一定变为负值，这和 𝑐 > 0的假设矛盾． ■
需要特别注意，上述定理仅是充分的．下面用一实例说明．上述定理的推广见下一节．

2.18 例：利用 Lyapunov稳定性定理判别单摆系统稳定性
考虑例 2.8所示的单摆系统．假设其不带阻尼，则其状态方程改写为

¤𝑥1 = 𝑥2

¤𝑥2 = −𝑎 sin 𝑥1

(2.19)

其中 𝑎 = 𝑔/𝑙 > 0．𝑥 = 0为其平衡点，下面研究其稳定性．
类似例 2.8，我们很自然想到，选取其物理意义上的能量函数作为候选 Lyapunov 函数

（Lyapunov function candidate）：

𝑉 =
1
2
𝑚(𝑙𝑥2)2 + 𝑚𝑔𝑙 (1 − cos 𝑥1)

= 𝑚𝑙2
(
1
2
𝑥2

2 + 𝑎(1 − cos 𝑥1)
)

因子 𝑚𝑙2 > 0，不影响 𝑉 的符号，则不妨定义 Lyapunov函数为

𝑉 (𝑥) = 1
2
𝑥2

2 + 𝑎(1 − cos 𝑥1) (2.20)

容易看出 𝑉 (0) = 0且 𝑉 (𝑥) > 0,−𝜋 < 𝑥1 < 𝜋, 𝑥1 ≠ 0．求其对 𝑡 的导数可得

¤𝑉 = 𝑥2 ¤𝑥2 + 𝑎(sin 𝑥1) ¤𝑥1

= 𝑎(sin 𝑥1)𝑥2 + 𝑥2(−𝑎 sin 𝑥1) = 0

因此原点是稳定的，并且不是渐近稳定的．系统无阻尼，则单摆会一直保持摆动，𝑥2 不会趋

于 0，故此论断是合理的．
再考虑有阻尼情形．此时状态方程改写为

¤𝑥1 = 𝑥2

¤𝑥2 = −𝑎 sin 𝑥1 − 𝑏𝑥2

(2.21)

其中 𝑏 = 𝑘/𝑚．选取 Lyapunov函数如式 (2.20)，类似例 2.8对 𝑡 求导可得 ¤𝑉 = −𝑏𝑥2
2 ≤ 0，其为

负半定，因此我们只能得出原点稳定的结论．然而，原点实际上是渐近稳定的——从物理意

义上考虑，有阻尼意味着单摆的摆动幅度会衰减，直至 𝑡 → ∞时停在最低点（𝜃 = 0, ¤𝜃 = 0）．
事实上，这并不是定理 2.14出了问题，而是我们构造的 Lyapunov函数不够“好”．我们

基于式 (2.20)进行改造．将 1
2𝑥

2
2换成更加一般的二次型的形式

1
2𝑥

T𝑃𝑥，其中 𝑃为正定矩阵．则

𝑉 =
1
2
𝑥T𝑃𝑥 + 𝑎(1 − cos 𝑥1)

=
1
2

[
𝑥1 𝑥2

] [𝑝11 𝑝12

𝑝12 𝑝22

] [
𝑥1

𝑥2

]
+ 𝑎(1 − cos 𝑥1)
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其中 𝑝11 > 0, 𝑝11𝑝22 − 𝑝2
12 > 0．求其对 𝑡 的导数可得

¤𝑉 = 2 × 1
2

[
𝑥1 𝑥2

] [𝑝11 ¤𝑥1 + 𝑝12 ¤𝑥2

𝑝12 ¤𝑥1 + 𝑝22 ¤𝑥2

]
+ 𝑎(sin 𝑥1) ¤𝑥1

= (𝑝11 ¤𝑥1𝑥1 + 𝑝12 ¤𝑥2𝑥1 + 𝑝12 ¤𝑥1𝑥2 + 𝑝22 ¤𝑥2𝑥2) + 𝑎(sin 𝑥1) ¤𝑥1

= 𝑝11𝑥1𝑥2 + 𝑝12𝑥1(−𝑎 sin 𝑥1 − 𝑏𝑥2) + 𝑝12𝑥
2
2 + 𝑝22𝑥2(−𝑎 sin 𝑥1 − 𝑏𝑥2) + 𝑎(sin 𝑥1)𝑥2

= (𝑝11 − 𝑏𝑝12)𝑥1𝑥2 − 𝑝12𝑎𝑥1 sin 𝑥1 − (𝑝22𝑏 − 𝑝12)𝑥2
2 + (1 − 𝑝22)𝑎(sin 𝑥1)𝑥2

观察到（除去系数）第一项不定，第二项为正（注意 𝑥1 ∈ (−𝜋, 𝜋)），第三项为正，第四项不
定．则只要让第一、第四项前系数为 0，第二、第三项前系数为负即可使其负定．则

𝑝11 − 𝑏𝑝12 = 0, 𝑝12 > 0, 𝑝22𝑏 − 𝑝12 > 0, 𝑝22 = 1

进而 𝑝12 < 𝑏，不妨取为 𝑏
2，此时 𝑝11 = 𝑏2

2 > 0，则 𝑝11𝑝22 − 𝑝2
12 = 𝑏2

2 − 𝑏2

4 > 0，验证得 𝑃仍为

正定．这样得到

¤𝑉 = −1
2
𝑎𝑏𝑥1 sin 𝑥1 −

1
2
𝑏𝑥2

2

可得仅在原点为 0，其余各处取值均为负，因此其为负定，进而由定理 2.14可得原点是渐近
稳定的．

本例说明，当我们构造出的 Lyapunov函数不适用渐近稳定条件时，不一定表明原系统就
非渐近稳定，即定理 2.14仅是充分的，通俗地说，它可用于判别一系统是稳定或渐近稳定，
但一般无法用于判别一系统不是稳定或渐近稳定．

2.22 例：局部渐近稳定

考虑如下非线性系统
¤𝑥1 = 𝑥1(𝑥2

1 + 𝑥2
2 − 2) − 4𝑥1𝑥

2
2

¤𝑥2 = 𝑥2(𝑥2
1 + 𝑥2

2 − 2) + 4𝑥2
1𝑥2

原点为其平衡点．构造如下正定函数

𝑉 =
1
2
(𝑥2

1 + 𝑥2
2)

求其对时间的导数得

¤𝑉 = 𝑥1 ¤𝑥1 + 𝑥2 ¤𝑥2

= 𝑥1 [𝑥1(𝑥2
1 + 𝑥2

2 − 2) − 4𝑥1𝑥
2
2] + 𝑥2 [𝑥2(𝑥2

1 + 𝑥2
2 − 2) + 4𝑥2

1𝑥2]

= (𝑥2
1 + 𝑥2

2)(𝑥2
1 + 𝑥2

2 − 2)
在球域 𝐵𝑟 = {𝑥 : 𝑥2

1 + 𝑥2
2 < 2}内， ¤𝑉 是负定的．

那么，原点是局部渐近稳定的．

我们“贪心地”希望渐近稳定对于大范围的初始条件都成立，而不是仅像上面例子那样对

局部成立．从定理 2.14的证明中可看出，若所有 𝑥 ∈ R𝑛都能找到一有界集合 Ω𝑐以包含之，则

定理对全局成立．这不仅需要 𝑉 的定义域 𝐷 = R𝑛，还需要保持 Ω𝑐 有界．而这需要对 𝑉 作出

进一步的要求．下面的例子见于前言中参考文献 1的 123页和文献 2的 65页．
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2.23 例：径向有界

考虑

𝑉 (𝑥) =
𝑥2

1

1 + 𝑥2
1
+ 𝑥2

2

取定 𝑥2 = 0，当 𝑥1 → ∞时，该函数趋于 1，即其对于 𝑥1而言是有界的．绘出其等值线如下图．

图 2.7: 𝑉 (𝑥) = 𝑥2
1

1+𝑥2
1
+ 𝑥2

2 的等值线

对于较小的 𝑐，𝑉 (𝑥) = 𝑐是闭合的，因此 Ω𝑐 是有界的，如 ¤𝑉 < 0，则取一球域 𝐵𝑟 包含之，即

可同 2.14之证明找到球域 𝐵𝛿，使由其中出发的轨线都是渐近稳定的；随 𝑐增长，𝑉 (𝑥) = 𝑐不
再闭合，Ω𝑐 无界，则部分状态无法限制于有界 Ω𝑐，如图，从这类状态出发的轨线有可能沿

着 𝑉 下降的方向前往无穷远处！

可见，增加径向无界的要求，可能使定理 2.14对全局成立．下述定理印证了这一想法．

2.24 定理：全局渐近稳定定理

♥

设 𝑉 : R𝑛 → R为连续可微函数，且满足
𝑉 (0) = 0, 𝑉 (𝑥) > 0,∀𝑥 ∈ R𝑛\{0}（𝑉 为正定）
¤𝑉 (𝑥) < 0,∀𝑥 ∈ R𝑛（ ¤𝑉 为负定）
‖𝑥‖ → ∞ =⇒ 𝑉 (𝑥) → ∞【𝑉 为径向无界（radially unbounded），或称为无限大】

则系统 (2.1)的平衡点 𝑥 = 0是全局渐近稳定的．

证明 给定任意点 𝑝 ∈ R𝑛，令 𝑐 = 𝑉 (𝑝)．径向无界条件意味着对任意 𝑐 > 0，都存在 𝑟 > 0使得
𝑉 (𝑥) > 𝑐对任意 ‖𝑥‖ > 𝑟 成立．于是 Ω𝑐 ⊂ 𝐵𝑟，则 Ω𝑐 是有界的．剩余证明类似定理 2.14． ■

上述定理是下述定理的特例．

2.25 定理：Barbashin-Krasovskii定理

♥

设 𝑉 : R𝑛 → R为连续可微函数，且满足
𝑉 (0) = 0, 𝑉 (𝑥) > 0,∀𝑥 ∈ R𝑛\{0}（𝑉 为正定）
¤𝑉 (𝑥) ≤ 0,∀𝑥 ∈ R𝑛（ ¤𝑉 为负半定）
除零平衡点外， ¤𝑉 = 0不包含系统任何整轨线
‖𝑥‖ → ∞ =⇒ 𝑉 (𝑥) → ∞（𝑉 为径向无界，或称为无限大）

则系统 (2.1)的平衡点 𝑥 = 0是全局稳定的．
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具体证明过程略去，可参见前言中的参考文献 3的 2.3节．上述定理是对定理 2.14的推
广，放宽了导数负定的要求．

关于不稳定的判别，有下面定理．

2.26 定理：不稳定性判别定理

♥

对于系统 (2.1)，若存在函数 𝑉，它在原点的任意邻域内是正定的，同时 ¤𝑉 也是正定的，
则系统的平衡点是不稳定的．

2.4 不变集原理

我们总更希望一个系统是渐近稳定而不仅仅是稳定的．然而，如例 2.18所示，我们构造
的 Lyapunov函数之导数常常只能是负半定而非负定的，从而无法得出渐近稳定的结论．下面
将给出 Lyapunov稳定性定理的一个推广，它有助于解决此问题．首先介绍相关概念．

2.27 定义：不变集（invariant set）

♣

称集合 𝑀 是关于式 (2.1)的正不变集（positively invariant set），若

𝑥(0) ∈ 𝑀 =⇒ 𝑥(𝑡) ∈ 𝑀,∀𝑡 ≥ 0

换言之，每个自 𝑀 内出发的状态轨线，必整体留在 𝑀 内．

2.28 定义：趋于集合（approach a set）

♣

称 𝑡 → ∞时，𝑥(𝑡) 趋于一集合 𝑀，若

∀𝜀 > 0, ∃𝑇 > 0 : dist(𝑥(𝑡), 𝑀) < 𝜀,∀𝑡 > 𝑇

其中 dist(𝑝, 𝑀) = inf
𝑥∈𝑀

‖𝑝 − 𝑥‖．换言之，时间足够长时，𝑥(𝑡)与 𝑀 的“距离最小值”将

趋于 0．

2.29 例：不变集

平衡点

R𝑛

Ω𝑐 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑉 (𝑥) ≤ 𝑐}，其中 ¤𝑉 (𝑥) ≤ 0．此不变集之后很常用到．
极限环：称一状态轨线是封闭的，若其非常值，且存在 𝑡0 > 0，使得 𝑥(𝑡 + 𝑡0) = 𝑥(𝑡)（总会
复归之前的状态）．称一孤立的封闭状态轨线为极限环．例子可见 2.3．其类别有
稳定极限环：极限环附近的所有轨迹皆收敛于它（𝑡 → ∞）
不稳定极限环：极限环附近的所有轨迹皆不收敛于它（𝑡 → ∞）
半稳定极限环：极限环附近的轨迹，部分收敛于它，另一部分发散（𝑡 → ∞）

有了上面的铺垫，我们不加证明地给出下述定理．
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2.30 定理：LaSalle不变集原理

♥

对于系统 (2.1)，设
Ω ⊂ 𝐷 为紧的正不变集；

𝑉 : 𝐷 → R是连续可微函数，且在 Ω中满足 ¤𝑉 (𝑥) ≤ 0；
𝐸 = {𝑥 ∈ Ω : ¤𝑉 (𝑥) = 0}；
𝑀 为 𝐸 中最大的不变集．

那么当 𝑡 → ∞，每个自 Ω中出发的轨线都将趋于 𝑀．

�
注记 不变集可视为平衡点的推广．注意，2.30中的 𝑉 并不需要是正定函数．

2.31 推论

♥

令 𝑥 = 0为 (2.1)的平衡点．𝐷 ∈ R𝑛是包含原点的域．令 𝑉 : 𝐷 → R是 𝐶1正定函数，且
¤𝑉 ≤ 0在 𝐷 上总成立．令 𝐸 = {𝑥 ∈ 𝐷 : ¤𝑉 = 0}，并设除了平凡解 𝑥(𝑡) = 0外，没有解能
一直处于 𝐸 中．那么 𝑥 = 0是渐近稳定的．

2.32 推论

♥

令 𝑥 = 0为 (2.1)的平衡点．令 𝑉 : R𝑛 → R是径向无界的 𝐶1 正定函数，且 ¤𝑉 ≤ 0在 R𝑛

上总成立．令 𝐸 = {𝑥 ∈ R𝑛 : ¤𝑉 = 0}，并设除了平凡解 𝑥(𝑡) = 0外，没有解能一直处于 𝐸

中．那么 𝑥 = 0是全局渐近稳定的．

�
注记 在 ¤𝑉 负定时，𝐸 = {0}，上述推论即退化为 2.14．

2.33 例：利用 LaSalle定理判别单摆系统稳定性
考虑例 2.18．首先考虑无阻尼的情形 (2.19)，Lyapunov函数

𝑉 (𝑥) = 1
2
𝑥2

2 + 𝑎(1 − cos 𝑥1)

可构造不变集 Ω类似例 2.29第三点（不过需注意定义域）：

Ω = {𝑥 : 𝑉 (𝑥) ≤ 𝑐}, 𝑐 > 0

例 2.18已经计算过 ¤𝑉 = 0，因此 𝐸 = Ω． 𝐸 中最大的不变集 𝑀，显然就是 Ω本身．于是利用

2.30，Ω中出发的轨线都将趋于 Ω．

再考虑有阻尼的情形 (2.21)．仍然选择 Ω如上．由于 ¤𝑉 = 0 ⇐⇒ 𝑥2 = 0，因此

𝐸 = {𝑥 : 𝑥2 = 0, 𝑥 ∈ Ω}

再找 𝐸 中最大的不变集．由于自 𝑥1 ≠ 0, 𝑥2 = 0起始的状态轨线，一经出发，必然使得 𝑥2 ≠ 0
（从物理意义上考虑：在非最低点从静止释放单摆，单摆必定马上具有非零速度）．因此 𝑀 =

{(0, 0)}．此时利用 2.30，可得每个自 Ω中出发的轨线都将趋于原点．我们发现，这样也说明

了原点的渐近稳定性．
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2.34 例：利用 LaSalle定理判别自适应控制的收敛性
考虑如下一阶系统

¤𝑦 = 𝑎𝑦 + 𝑢

对其作用自适应控制律

𝑢 = −𝑘𝑦, ¤𝑘 = 𝛾𝑦2, 𝛾 > 0.

取 𝑥1 = 𝑦, 𝑥2 = 𝑘，我们可得 {
¤𝑥1 = 𝑎𝑥1 − 𝑥1𝑥2

¤𝑥2 = 𝛾𝑥2
1

{𝑥 : 𝑥1 = 0}是一个由平衡点构成的集合（将 𝑥1 = 0代入验证即可）．我们想要说明在 𝑡 → ∞
时状态轨线将收敛到这个集合上，从而说明自适应律可使 𝑦收敛至 0．

考虑如下函数

𝑉 (𝑥) = 1
2
𝑥2

1 +
1
2
(𝑥2 − 𝑘0)2 (2.35)

其中 𝑘0为常数，加入此项的缘由是上述平衡点集并没有保证 𝑥2 = 0．注意，这个函数并不是
正定的（因其在原点取值非零），但是这并不违背 LaSalle定理的条件．

𝑉 随时间的导数为

¤𝑉 = 𝑥1 ¤𝑥1 + (𝑥2 − 𝑘0) ¤𝑥2

= 𝑥1(𝑎𝑥1 − 𝑥1𝑥2) + (𝑥2 − 𝑘0)𝛾𝑥2
1

= 𝑎𝑥2
1 − 𝑥2

1𝑥2 + 𝛾(𝑥2𝑥
2
1 − 𝑘0𝑥

2
1)

我们发现，如果在 (2.35)第二项中加入 1
𝛾
，那么上式就有可消去的项．则

𝑉 (𝑥) = 1
2
𝑥2

1 +
1

2𝛾
(𝑥2 − 𝑘0)2, ¤𝑉 = (𝑎 − 𝑘0)𝑥2

1

取 𝑘0 > 𝑎，则 ¤𝑉 ≤ 0．
接下来应用 LaSalle 定理．首先定义不变集 Ω = {𝑥 ∈ R2 : 𝑉 (𝑥) ≤ 𝑐}, 𝑐 > 0．则集合

𝐸 = {𝑥 ∈ Ω : ¤𝑉 = 0} = {𝑥 ∈ Ω : 𝑥1 = 0}．进而由本例开头的分析知 𝑀 = 𝐸．根据 2.30，解会收
敛至 𝑥1 = 0上，也即 lim

𝑡→∞
𝑥1(𝑡) = 0．又知 𝑉 (𝑥) 径向无界，所以由 2.32，此结论全局成立．

定理 2.30除了可用于判别趋于原点的情形，还可推广用于判别收敛至极限环等．

2.36 例：收敛至极限环

考虑下述非线性系统

¤𝑥1 = 𝑥2 + 𝑥1(𝛽2 − 𝑥2
1 − 𝑥2

2)

¤𝑥2 = −𝑥1 + 𝑥2(𝛽2 − 𝑥2
1 − 𝑥2

2)

原点是平衡点（通过验证 𝑥1 = 𝑥2 = 0时 ¤𝑥1 = ¤𝑥2 = 0即可）．
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我们又发现，如果 𝑥2
1 + 𝑥2

2 = 𝛽2，那么系统方程改写为{
¤𝑥1 = 𝑥2

¤𝑥2 = −𝑥1

对 𝑥2
1 + 𝑥2

2 = 𝛽2求导并将上面的式子代入可发现恒成立（也可通过几何层面，由上述方程也表

示圆的方程看出），这样一来，自 𝑥2
1 + 𝑥2

2 = 𝛽2 出发的轨线会一直在其上运动，因此形成了一

个极限环，同时也是不变集．�
注记 定性分析极限环性质：设 𝑟 =

√
𝑥2

1 + 𝑥2
2, 𝜃 = arctan 𝑥2

𝑥1
，我们有（注意此时应代入原方程）

¤𝑟 = 1
2
(𝑥2

1 + 𝑥2
2)−

1
2 (2𝑥1 ¤𝑥1 + 2𝑥2 ¤𝑥2) = 𝑟 (𝛽2 − 𝑟2)

¤𝜃 = 1
1 + ( 𝑥2

𝑥1
)2

¤𝑥2𝑥1 − ¤𝑥1𝑥2

𝑥2
1

= −1

其中用到了

𝑥1 ¤𝑥1 + 𝑥2 ¤𝑥2 = (𝑥2
1 + 𝑥2

2)(𝛽2 − 𝑥2
1 − 𝑥2

2) = 𝑟2(𝛽2 − 𝑟2)

𝑥1 ¤𝑥2 − 𝑥2 ¤𝑥1 = −(𝑥2
1 + 𝑥2

2) = −𝑟2

则

{
𝑟 < 𝛽, ¤𝑟 > 0 ⇒ 𝑟 → 𝛽

𝑟 > 𝛽, ¤𝑟 < 0 ⇒ 𝑟 → 𝛽
⇒极限环稳定．

下面利用 LaSalle定理来分析．构造如下候选 Lyapunov函数

𝑉 (𝑥) = 1
4
(𝑥2

1 + 𝑥2
2 − 𝛽2)2

构造此函数的动机是，它衡量了与极限环的“距离”．显然 𝑉 (𝑥) ≥ 0，但要注意同上个例子一
样，此函数也不是正定的．求其导数得

¤𝑉 (𝑥) = 1
2
(𝑥2

1 + 𝑥2
2 − 𝛽2)(2𝑥1 ¤𝑥1 + 2𝑥2 ¤𝑥2)

= −(𝑥2
1 + 𝑥2

2 − 𝛽2)2(𝑥2
1 + 𝑥2

2) ≤ 0

构造集合 Ω𝑐 = {𝑥 ∈ R2 : 𝑉 (𝑥) ≤ 𝑐}, 𝑐 > 0．因为 ¤𝑉 ≤ 0，所以这是不变集．接下来寻求
𝐸 = {𝑥 ∈ Ω𝑐 : ¤𝑉 (𝑥) = 0}．根据导函数形式可得 𝐸 = {(0, 0)} ∪ {𝑥 : 𝑥2

1 + 𝑥2
2 = 𝛽2}．不过，要注意

这只在 𝑐 ≥ 1
4 𝛽

4时成立——因为 0 < 𝑐 < 1
4 𝛽

4时，Ω𝑐 不包含原点，此时 𝐸 = {𝑥 : 𝑥2
1 + 𝑥2

2 = 𝛽2}．
最后，根据前面所做的分析，𝐸 中的最大不变集 𝑀 = 𝐸．

这样，利用 2.30，其中 𝑐 ∈
(
0, 1

4 𝛽
4)，即知每个自 Ω𝑐 出发的轨线均收敛至极限环，因此

极限环稳定．取 𝑐 = 1
4 𝛽

4 − 𝜀，其中 𝜀可任意小，我们发现，无限接近于原点的状态也都会收

敛至极限环，则原点不稳定．�
注记 要判别原点的不稳定性，亦可构造如下候选 Lyapunov函数

𝑉 =
1
2
(𝑥2

1 + 𝑥2
2)

求导得

¤𝑉 = 𝑥1 ¤𝑥1 + 𝑥2 ¤𝑥2 = (𝑥2
1 + 𝑥2

2)(𝛽2 − 𝑥2
1 − 𝑥2

2)

其在原点的小邻域内为正定，则运用定理 2.26即可．
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2.5 线性系统与线性化

线性系统中，对应于非线性自治系统的是线性定常（线性时不变，Linear Time-Invariant，
简写作 LTI）系统

¤𝑥 = 𝐴𝑥 (2.37)

Lyapunov分析法使我们得以在同一框架下研究线性和非线性系统（将 LTI视为非线性系
统的一个特例）．接下来，我们将引入在文献中经常出现的一类非常有用的 Lyapunov函数，再
通过状态方程的线性化反过来研究非线性系统的稳定性，并了解此法有何局限性．

在研究 LTI系统 (2.37)时，常用下面的二次型作为候选 Lyapunov函数

𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑃𝑥

其中 𝑃 ∈ R𝑛×𝑛 为正定．求其导数

¤𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑃 ¤𝑥 + ¤𝑥T𝑃𝑥

= 𝑥T𝑃𝐴𝑥 + (𝐴𝑥)T𝑃𝑥

= 𝑥T(𝑃𝐴 + 𝐴T𝑃)𝑥

≜ −𝑥T𝑄𝑥

其中 𝑄是定义为

𝑃𝐴 + 𝐴T𝑃 = −𝑄 (2.38)

的对称矩阵．若 𝑄正定，那么系统 (2.37)的原点就是渐近稳定的．
下面给出 LTI系统的稳定性判据．此定理的证明可参看《线性系统理论》相关教材．

2.39 定理：线性定常系统的稳定性判据

♥

系统 (2.37) 中的原点是渐近稳定的，或 𝐴 是 Hurwitz 的（意即其所有特征值均具有负
实部），当且仅当对于任意给定的对称正定矩阵 𝑄，都存在唯一的对称正定矩阵 𝑃使得

(2.38)成立．

�
注记 注意，此判据是充要条件．

下面利用线性化，将这个结论推广至非线性系统．

以分析原点的稳定性为例．将系统 (2.1)在原点附近线性化得

¤𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝑔(𝑥)

其中

𝐴 =
𝜕 𝑓 (𝑥)
𝜕𝑥

|𝑥=0 =


𝜕 𝑓1
𝜕𝑥1

· · · 𝜕 𝑓𝑛
𝜕𝑥1

...
...

𝜕 𝑓𝑛
𝜕𝑥1

· · · 𝜕 𝑓𝑛
𝜕𝑥𝑛


��������
𝑥=0

(2.40)

称为雅可比矩阵（Jacobian），且有（所用范数均为 2-范数）

‖𝑥‖ → 0时
‖𝑔(𝑥)‖
‖𝑥‖ → 0 (2.41)
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22 第 2章 自治系统的稳定性分析

考虑候选 Lyapunov函数
𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑃𝑥

其中 𝑃 ∈ R𝑛×𝑛 为正定．其导数等于

¤𝑉 = 𝑥T𝑃 ¤𝑥 + ¤𝑥T𝑃𝑥

= 𝑥T𝑃(𝐴𝑥 + 𝑔(𝑥)) + (𝐴𝑥 + 𝑔(𝑥))T𝑃𝑥

= 𝑥T(𝑃𝐴 + 𝐴T𝑃)𝑥 + 𝑥T𝑃𝑔(𝑥) + 𝑔T(𝑥)𝑃𝑥

= −𝑥T𝑄𝑥 + 2𝑥𝑃𝑔(𝑥)
其中第四个等号，是由于 𝑥T𝑃𝑔(𝑥)为标量，所以转置与本身相等，而其转置刚好就是最后一项
（利用 𝑃的对称性）．

因为 𝐴是 Hurwitz的，根据 2.39知 𝑄正定；此外，由 (2.41)，对 ∀𝛾 > 0，∃𝑟 > 0使得
‖𝑔(𝑥)‖
‖𝑥‖ ≤ 𝛾, ∀‖𝑥‖ ≤ 𝑟

因此 ‖𝑥‖ ≤ 𝑟 时有
¤𝑉 ≤ −𝑥T𝑄𝑥 + 2‖𝑥‖‖𝑃‖‖𝑔(𝑥)‖

≤ −𝑥T𝑄𝑥 + 2𝛾‖𝑥‖2‖𝑃‖

≤ −𝜆min(𝑄)‖𝑥‖2 + 2𝛾‖𝑃‖‖𝑥‖2

= −(𝜆min(𝑄) − 2𝛾‖𝑃‖)‖𝑥‖2

第一个不等号是由于范数相容性，第三个不等号是由不等式 2.13．这样，选 𝛾 使得 𝜆min(𝑄) >
2𝛾‖𝑃‖，即可使得 ¤𝑉 是负定的．此时 𝑥 = 0就是渐近稳定的．
将上述方法归纳为下面定理．

2.42 定理：通过线性化判别非线性系统稳定性

♥

对于系统 (2.1)，如果对于式 (2.40)所示雅可比矩阵 𝐴，有

∀𝑖,Re[𝜆𝑖 (𝐴)] < 0，则系统 (2.1)的原点是渐近稳定的；
∃𝑖,Re[𝜆𝑖 (𝐴)] > 0，则系统 (2.1)的原点是不稳定的；
∀𝑖,Re[𝜆𝑖 (𝐴)] ≤ 0，且 ∃ 𝑗 ,Re[𝜆 𝑗 (𝐴)] = 0，无法判断．

�
注记 上面定理的直观解释：在平衡点附近线性化，也可看作对所得线性系统施加小扰动．对

于所得线性系统特征值严格落在左半平面或右半平面的情形，这种扰动不会使得特征值跨越

虚轴从而改变系统性质；然而，若所得线性系统存在虚轴上的特征值，则扰动可能使其进入左

半平面，也可能使其进入右半平面，因此我们无法做出判断．

由于线性化过程依赖于“平衡点附近”的假设，因此只能得出局部渐近稳定的结论，这也

就是此法的局限性．
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2.5 线性系统与线性化 23

2.43 例：通过平衡点附近的线性化判别单摆系统的稳定性

考虑单摆系统 (2.21)．利用线性化检验 (0, 0)和 (𝜋, 0)这两个平衡点的稳定性．

𝐴1 =
𝜕 𝑓

𝜕𝑥

����
𝑥=(0,0)

=

[
0 1

−𝑎 cos 𝑥1 −𝑏

] �����
𝑥=(0,0)

=

[
0 1
−𝑎 −𝑏

]
特征方程是 𝜆2 + 𝑏𝜆 + 𝑎 = 0，两特征值之和为负、之积为正，则一定都在左半平面．因此该系
统在 (0, 0)附近是稳定的．

𝐴2 =
𝜕 𝑓

𝜕𝑥

����
𝑥=(𝜋,0)

=

[
0 1

−𝑎 cos 𝑥1 −𝑏

] �����
𝑥=(𝜋,0)

=

[
0 1
𝑎 −𝑏

]
特征方程是 𝜆2 + 𝑏𝜆 − 𝑎 = 0，两特征值之积为负，则一定有处于右半平面的特征值．因此该系
统在 (𝜋, 0)附近不稳定．从物理上考虑则不难理解：(𝜋, 0)对应的实为单摆竖立最高点（最低
点的对称点）．�
注记 对于一元二次方程 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0，其解 𝑥1, 𝑥2 满足韦达定理

𝑥1 + 𝑥2 =
−𝑏
𝑎
, 𝑥1𝑥2 =

𝑐

𝑎
对于 𝑎 = 1情形，若 𝑐 > 0则两根同号；若还有 𝑏 > 0，那么两根均具有负实部．同样对于
𝑎 = 1情形，若 𝑐 < 0则两根异号．
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3.1 比较函数

3.1 定义：K 类函数、K∞类函数

♣

称连续函数 𝛼 : [0, 𝑎) → [0,∞) 属于 K 类，若其严格单调递增且 𝛼(0) = 0．进一步地，
称其属于 K∞类，若 𝑎 = ∞且 𝑟 → ∞时 𝛼(𝑟) → ∞．

3.2 定义：KL 类函数

♣

称连续函数 𝛽 : [0, 𝑎) × [0,∞) → [0,∞)属于 KL类，若映射 𝛽(𝑟, 𝑡)对每个取定的 𝑡，关

于 𝑟 属于 K 类，并且对每个取定的 𝑟，随着 𝑡 → ∞，𝛽(𝑟, 𝑡) 单调递减并趋于 0．

3.3 例：K 类、K∞类、KL 类函数
𝛼(𝑟) = arctan(𝑟)．由 𝛼′ (𝑟) = 1

𝑟2+1 ≥ 0, 𝛼(0) = 0, lim
𝑟→∞

𝛼(𝑟) = 𝜋
2，所以 𝛼(𝑟)属于K 类函数，但

不属于 K∞类函数．

𝛼(𝑟) = 𝑟𝑐．由 𝛼′ (𝑟) = 𝑐𝑟𝑐−1 ≥ 0, 𝛼(0) = 0, lim
𝑟→∞

𝛼(𝑟) = ∞，所以 𝛼(𝑟)属于 K∞类函数．

𝛼(𝑟) = min{𝑟, 𝑟2}属于 K∞类函数．

𝛽(𝑟, 𝑡) = 𝑟2e−𝑡 属于 KL 类函数．
𝛽(𝑟, 𝑡) = 𝑟

𝑟𝑡+1 = 1
𝑡+ 1

𝑟

属于 KL 类函数．

3.4 引理：K 类、K∞类、KL 类函数的性质

♥

设定义在 [0, 𝑎) 上的函数 𝛼1, 𝛼2 ∈ K，𝛼3, 𝛼4 ∈ K∞，且有 𝛽 ∈ KL．令 𝛼−1
𝑖 表示 𝛼𝑖 的反

函数．则

𝛼−1
1 定义在 [0, 𝛼1(𝑎)) 上，属于 K 类函数；
𝛼−1

3 定义在 [0,∞)上，属于 K∞类函数；

𝛼1 ◦ 𝛼2 属于 K 类函数；
𝛼3 ◦ 𝛼4 属于 K∞类函数；

𝜎(𝑟, 𝑡) = 𝛼1(𝛽(𝛼2(𝑟), 𝑡)) 属于 KL 类函数．

通过下面的引理，我们将 K 和 K∞类函数引入 Lyapunov分析中．

3.5 引理

♥

设 𝑉 : 𝐷 → R是连续的正定函数，𝐷 ⊂ R𝑛 是包含原点的域．令 𝐵𝑟 ⊂ 𝐷（𝑟 > 0）．那么
存在定义在 [0, 𝑟] 上的 K 类函数 𝛼1, 𝛼2 使得

𝛼1(‖𝑥‖) ≤ 𝑉 (𝑥) ≤ 𝛼2(‖𝑥‖),∀𝑥 ∈ 𝐵𝑟

若 𝐷 = R𝑛，那么 𝛼1, 𝛼2定义在 [0,∞)上．进一步，若 𝑉 (𝑥)是径向无界的，那么 𝛼1与 𝛼2

可选为 K∞类函数．
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3.6 例

设𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑃𝑥，𝑃正定．由 2.13，可取上述引理中的 𝛼1(𝑟) = 𝜆min(𝑃)𝑟2，𝛼2(𝑟) = 𝜆max(𝑃)𝑟2．

为了看出 3.5是如何用于 Lyapunov分析的，下面利用它来证明定理 2.14．在证明中，我们
尝试选取 𝛿和 𝛽使得 𝐵𝛿 ⊂ Ω𝛽 ⊂ 𝐵𝑟．利用上述引理我们知道

𝛼1(‖𝑥‖) ≤ 𝑉 (𝑥) ≤ 𝛼2(‖𝑥‖)

可取 𝛽 ≤ 𝛼1(𝑟)和 𝛿 ≤ 𝛼−1
2 (𝛽)（即 𝛼2(𝛿) ≤ 𝛽）．首先可得

𝑉 (𝑥) ≤ 𝛽 =⇒ 𝛼1(‖𝑥‖) ≤ 𝛼1(𝑟) ⇐⇒ ‖𝑥‖ ≤ 𝑟

其中的等价号是由 𝛼1 的单调性．这样就得到了 Ω𝛽 ⊂ 𝐵𝑟．还可得

‖𝑥‖ ≤ 𝛿 =⇒ 𝑉 (𝑥) ≤ 𝛼2(𝛿) ≤ 𝛽

这样就得到了 𝐵𝛿 ⊂ Ω𝛽．关于渐近稳定性的证明，尚需要一些其他的结论，可参考前言中的参

考文献 1（145-146页）．

比较函数的更多应用见下一节．

3.2 非自治系统稳定性的概念

考虑非自治系统的自由运动

¤𝑥 = 𝑓 (𝑡, 𝑥) (3.7)

其中 𝑓 : [0,∞) × 𝐷 → R𝑛 是从 [0,∞) × 𝐷 至 R𝑛 的映射，它对 𝑡 分段连续，对 𝑥局部 Lipschitz．
𝐷 ⊂ R𝑛 为包含 𝑥 = 0的域．若 𝑓 (𝑡, 0) ≡ 0,∀𝑡 ≥ 𝑡0，则 𝑥 = 0为 𝑡 = 𝑡0 时刻的平衡点．

3.8 定义：非自治系统的稳定性

系统 (3.7)的平衡点 𝑥 = 0是
稳定的（stable），若对每个 𝜀 > 0，都存在 𝛿 = 𝛿(𝜀, 𝑡0) > 0使得

‖𝑥(𝑡0)‖ < 𝛿 ⇒ ‖𝑥(𝑡)‖ < 𝜀,∀𝑡 ≥ 𝑡0 ≥ 0. (3.9)

不稳定的（unstable），若其不是稳定的．
一致稳定的（uniformly stable，US），若对每个 𝜀 > 0，都存在 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0（与 𝑡0无

关），使得 (3.9)成立．
渐近稳定的（asymptotically stable，AS），若其是稳定的，且存在正数 𝑐 = 𝑐(𝑡0)使得

∀‖𝑥(𝑡0)‖ < 𝑐, lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 0. (3.10)

一致渐近稳定的（uniformly asymptotically stable，UAS），若其为一致稳定的，且存在
一正常数 𝑐（与 𝑡0无关）使得 (3.10)成立；换言之，对任意 𝜂 > 0，都存在 𝑇 = 𝑇 (𝜂) > 0
使得

‖𝑥(𝑡)‖ < 𝜂,∀𝑡 ≥ 𝑡0 + 𝑇 (𝜂),∀‖𝑥(𝑡0)‖ < 𝑐
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♣

全局一致渐近稳定的（globally uniformly asymptotically stable，GUAS），若其是一
致稳定的，(3.9)中的 𝛿(𝜀) 满足 lim

𝜀→∞
𝛿(𝜀) = ∞，且对于任意正数 𝜂 和 𝑐，都存在 𝑇 =

𝑇 (𝜂, 𝑐) > 0使得
‖𝑥(𝑡)‖ < 𝜂,∀𝑡 ≥ 𝑡0 + 𝑇 (𝜂, 𝑐),∀‖𝑥(𝑡0)‖ < 𝑐

�
注记 “一致”是说初始时刻任意性，“全局”则是说初始状态任意性．一致渐近稳定，通俗地

说，就是只要时间足够长，状态总能进入给定的离原点足够近的范围（渐近），并且经过的时

间 𝑇 仅与所要求的状态与原点的距离有关（𝑇 (𝜂)），而与初始时刻无关（一致）；全局一致渐
近稳定，则是在此基础上加入了“全局”的要求，也即初始状态任意（𝑐能取遍所有的正数）．

达到与原点给定距离之内的用时 𝑇，仍然与初始时刻无关，不过增加了对初始状态的相关性

（𝑇 (𝜂, 𝑐)）——很容易理解：不能要求“很远”的初始状态与“很近”的初始状态有相同的过
渡时间．

3.11 例：稳定但不一致稳定

考虑如下非线性系统

¤𝑥 = (6𝑡 sin 𝑡 − 2𝑡)𝑥

其解为

𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡0) exp
{ˆ 𝑡

𝑡0

(6𝜏 sin 𝜏 − 2𝜏) d𝜏
}

= 𝑥(𝑡0) exp{6 sin 𝑡 − 6𝑡 cos 𝑡 − 𝑡2 − 6 sin 𝑡0 + 6𝑡0 cos 𝑡0 + 𝑡20}

注意到 6 sin 𝑡 − 6𝑡 cos 𝑡 − 𝑡2 ≤ 6 + 6𝑡 − 𝑡2 = −(𝑡 − 3)2 + 15 ≤ 15.
选 𝑐(𝑡0) = exp(15 − 6 sin 𝑡0 + 6𝑡0 cos 𝑡0 + 𝑡20)，则有 ‖𝑥(𝑡)‖ ≤ ‖𝑥(𝑡0)‖ · 𝑐(𝑡0),∀𝑡 ≥ 𝑡0 ≥ 0.
对于任意 𝜀 > 0，选取 𝛿 = 𝜀

𝑐 (𝑡0 )，即得

‖𝑥(𝑡0)‖ < 𝛿 =
𝜀

𝑐(𝑡0)
⇒ ‖𝑥(𝑡)‖ ≤ ‖𝑥(𝑡0)‖ · 𝑐(𝑡0) <

𝜀

𝑐(𝑡0)
· 𝑐(𝑡0) = 𝜀

这也就表明了原点是稳定的．

下面看看当 𝑡0 变化时，方程的解对其是否敏感．

令 𝑡0 = 2𝑘𝜋．考察 𝑥(𝑡)在 𝑡 = 𝑡0 + 𝜋 = (2𝑘 + 1)𝜋时刻的取值：

𝑥(𝑡0 + 𝜋) = 𝑥(𝑡0) exp{6 sin[(2𝑘 + 1)𝜋] − 6(2𝑘 + 1)𝜋 cos[(2𝑘 + 1)𝜋] − [(2𝑘 + 1)𝜋]2

− 6 sin(2𝑘𝜋) + 6(2𝑘𝜋) cos(2𝑘𝜋) − (2𝑘𝜋)2}

= 𝑥(𝑡0) exp{6(2𝑘 + 1)𝜋 − [(2𝑘 + 1)𝜋]2 + 12𝑘𝜋 − (2𝑘𝜋)2}

= 𝑥(𝑡0)e(4𝑘+1) (6−𝜋 ) 𝜋

则 𝑘 → ∞时
𝑥(𝑡0 + 𝜋)
𝑥(𝑡0)

= e(4𝑘+1) (6−𝜋 ) 𝜋 → ∞,

因此，𝑡0离 0越远，其解的变化就越剧烈，则对于任意 𝜀 > 0，不存在与 𝑡0无关的 𝛿(𝜀)，也就
不满足一致稳定的定义．
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下面的引理利用比较函数，给出了一致稳定和一致渐近稳定的更为简洁明了的定义．

3.12 引理

♥

系统 (3.7)的平衡点 𝑥 = 0是
一致稳定的，若存在一 K 类函数 𝛼和正常数 𝑐（与 𝑡0 无关）使得

‖𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝛼(‖𝑥(𝑡0)‖),∀𝑡 ≥ 𝑡0 ≥ 0,∀‖𝑥(𝑡0)‖ ≤ 𝑐.

一致渐近稳定的，若存在一 KL 类函数 𝛽和正常数 𝑐（与 𝑡0 无关），使得

‖𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝛽(‖𝑥(𝑡0)‖, 𝑡 − 𝑡0),∀𝑡 ≥ 𝑡0 ≥ 0,∀‖𝑥(𝑡0)‖ ≤ 𝑐. (3.13)

全局一致渐近稳定的，若不等式 (3.13)对所有初始状态 𝑥(𝑡0)都成立，即 𝑐可取至∞．
一致指数稳定的，若上述 𝛽具有 𝛽(𝑟, 𝑡) = 𝑘𝑟e−𝜆𝑡（𝑘 > 0, 𝜆 > 0）的形式：

‖𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝑘 ‖𝑥(𝑡0)‖e−𝜆(𝑡−𝑡0 ) ,∀𝑡 ≥ 𝑡0,∀‖𝑥(𝑡0)‖ ≤ 𝑐

3.14 例：一致稳定且渐近稳定，但非一致渐近稳定

考虑下面系统

¤𝑥 = −𝑥
1 + 𝑡 , 𝑡 > −1

可求得其解为

𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡0)e
´ 𝑡
𝑡0

−1
1+𝑠 d𝑠 = 𝑥(𝑡0)eln(1+𝑠) |𝑡0𝑡 = 𝑥(𝑡0)eln 1+𝑡0

1+𝑡 = 𝑥(𝑡0)
1 + 𝑡0
1 + 𝑡

可见，‖𝑥(𝑡)‖ ≤ ‖𝑥(𝑡0)‖，在 3.12第一条中取 𝛼(𝑟) = 𝑟，即可说明原点是一致稳定的．

图 3.1: 随 𝑡0 增长，收敛越来越慢

原点也是渐近稳定的（随时间增长 𝑥(𝑡) → 0），但并
非一致渐近稳定，因为考虑下式（绘出示意图如右）

𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡0)
1 + 𝑡0

1 + 𝑡0 + (𝑡 − 𝑡0)
=

𝑥(𝑡0)
1 + 𝑡−𝑡0

1+𝑡0

即可发现收敛的速率与 𝑡0 有关．

3.3 时变正定函数与非自治系统稳定性定理

3.15 定义

♣

称 𝑉 (𝑥, 𝑡) : 𝐷 × [0,∞) → R是
正半定函数，若 𝑉 (𝑡, 𝑥) ≥ 0，𝑉 (𝑡, 0) = 0．
正定函数，若 𝑉 (𝑡, 𝑥) ≥ 𝑊1(𝑥)，其中𝑊1(𝑥)是正定函数．
径向无界的（radially unbounded），若 ‖𝑥‖ → ∞，𝑉 (𝑡, 𝑥) → ∞，或上式中 𝑊1 径向

无界．

负定/负半定函数，若 −𝑉 (𝑡, 𝑥) 是正定/正半定函数．
渐弱的（decrescent），若 𝑉 (𝑡, 𝑥) ≤ 𝑊2(𝑥)，其中𝑊2(𝑥)是正定函数．
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3.16 例：正定与渐弱

令 𝑥 = [ 𝑥1 𝑥2 ]T．

𝑉 (𝑥, 𝑡) = (1 + 𝑡2)(𝑥2
1 + 𝑥2

2)：可取𝑊1(𝑥) = 𝑥2
1 + 𝑥2

2，则其正定；但其并不渐弱．

𝑉 (𝑥, 𝑡) = (1 + sin2 𝑡) (𝑥2
1 + 𝑥2

2)：可取𝑊1(𝑥) = 𝑥2
1 + 𝑥2

2,𝑊2 = 2(𝑥2
1 + 𝑥2

2)，则其正定且渐弱．
𝑉 (𝑥, 𝑡) = 1+𝑡2

2+𝑡2 (𝑥2
1 + 𝑥2

2)：注意到因子取值范围 ( 1
2 , 1)，可取𝑊1(𝑥) = 1

2 (𝑥2
1 + 𝑥2

2),𝑊2 = 𝑥2
1 + 𝑥2

2，

则其正定且渐弱．

3.17 定理：非自治系统的 Lyapunov稳定性定理

♥

令 𝑥 = 0是系统 (3.7)的平衡点，𝐷 ⊂ R𝑛 是包含原点的域．令 𝑉 : 𝐷 × [0,∞) → R是连
续可微函数，如果其满足

𝑉 (𝑥, 𝑡) 正定（即存在 𝑊1(𝑥) ≤ 𝑉 (𝑥, 𝑡)，其中 𝑊1 正定）与 ¤𝑉 (𝑥, 𝑡) = 𝜕𝑉
𝜕𝑥
𝑓 (𝑥, 𝑡) + 𝜕𝑉

𝜕𝑡
≤ 0

（负半定），那么 𝑥 = 0是稳定的．
进一步地，如果 𝑉 (𝑥, 𝑡) 也是渐弱的，也即

𝑊1(𝑥) ≤ 𝑉 (𝑥, 𝑡) ≤ 𝑊2(𝑥) (𝑊1,𝑊2 是正定的)

那么 𝑥 = 0是一致稳定的．
更进一步，如果第一点中的第二个条件加强为

¤𝑉 (𝑥, 𝑡) = 𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑓 (𝑥, 𝑡) + 𝜕𝑉

𝜕𝑡
≤ −𝑊3(𝑥) (𝑊3 是正定的)

那么 𝑥 = 0是一致渐近稳定的．
再进一步，如果 𝐷 = R𝑛且𝑊1(𝑥)是径向无界的，那么 𝑥 = 0是全局一致渐近稳定的．
若前三点中的𝑊𝑖 都具有 𝑘 𝑖 ‖𝑥‖𝛼 的形式（各 𝑘 𝑖 及 𝛼 > 0, 𝑖 = 1, 2, 3），那么 𝑥 = 0是一
致指数稳定的．

�
注记 𝑉 (𝑡, 𝑥) ≤ 𝑊2(𝑥) 对于一致稳定性是必要的．

3.18 例

考虑下述系统

¤𝑥1 = −𝑥1 − e−2𝑡𝑥2

¤𝑥2 = 𝑥1 − 𝑥2

考虑下述候选 Lyapunov函数
𝑉 (𝑥, 𝑡) = 𝑥2

1 + (1 + e−2𝑡 )𝑥2
2

我们可见

𝑊1(𝑥) ≜ ‖𝑥‖2 = 𝑥2
1 + 𝑥2

2 ≤ 𝑉 (𝑥, 𝑡) ≤ 𝑥2
1 + 2𝑥2

2 ≤ 2‖𝑥‖2 ≜ 𝑊2(𝑥)

𝑊1 和𝑊2 均为正定，𝑊1 径向无界．因此，𝑉 (𝑥, 𝑡)是正定、渐弱、径向无界的．
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求 𝑉 随时间（沿状态轨线）的导数得

¤𝑉 (𝑥, 𝑡) = 2𝑥1 ¤𝑥1 + (1 + e−2𝑡 )2𝑥2 ¤𝑥2︸                        ︷︷                        ︸
𝜕𝑉
𝜕𝑥 𝑓 (𝑥,𝑡 )

−2e−2𝑡𝑥2
2︸    ︷︷    ︸

𝜕𝑉
𝜕𝑡

= −2e−2𝑡𝑥2
2 − 2𝑥2

1 − 2e−2𝑡𝑥1𝑥2 + 2(1 + e−2𝑡 ) (𝑥2𝑥1 − 𝑥2
2)

= −2𝑥2
1 + 2𝑥1𝑥2 − 2𝑥2

2 − 2e−2𝑡 (𝑥2
2 + 𝑥1𝑥2 − 𝑥2𝑥1 + 𝑥2

2)

= −(𝑥2
1 + 𝑥2

2) − (𝑥1 − 𝑥2)2 − 4e−2𝑡𝑥2
2

≤ −(𝑥2
1 + 𝑥2

2) = −‖𝑥‖2 ≜ −𝑊3(𝑥)

因此，原点是全局一致渐近稳定的（由𝑊1,𝑊2,𝑊3 的形式，可进一步判别指数稳定性）．

3.4 线性时变系统

在进一步研究非自治系统稳定性之前，我们先简短讨论如下线性时变系统．同样地，其可

看成非自治的非线性系统的一个特例．

¤𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) (3.19)

方程 (3.19)的解具有形式
𝑥(𝑡) = Φ(𝑡, 𝑡0)𝑥(𝑡0)

其中 Φ(𝑡, 𝑡0) 是状态转移矩阵．

3.20 定理

♥

系统 (3.19)的平衡点 𝑥 = 0是一致指数稳定的，当且仅当状态转移矩阵满足下面不等式

‖Φ(𝑡, 𝑡0)‖ ≤ 𝑘e−𝜆(𝑡−𝑡0 ) ,∀𝑡 ≥ 𝑡0 ≥ 0

其中 𝑘 和 𝜆为正常数．

�
注记 对于线性系统而言，（全局）一致渐近稳定 ⇐⇒ （全局）一致指数稳定．

不同于线性定常系统，对于线性时变系统，并不能用 𝐴(𝑡)特征根的位置来判别稳定性．下
面用一个例子来说明．

3.21 例：特征根具有负实部，但原点不稳定

考虑具有下述系统矩阵的二阶线性系统

𝐴(𝑡) =
[

−1 + 1.5 cos2 𝑡 1 − 1.5 sin 𝑡 · cos 𝑡
−1 − 1.5 sin 𝑡 · cos 𝑡 −1 + 1.5 sin2 𝑡

]
特征方程 |𝜆𝐼 − 𝐴| = 𝜆2 + 0.5𝜆 + 0.5 = 0，由例 2.43的注记可知其两个特征根都具有负实部．

然而 Φ(𝑡, 0) =
[

e0.5𝑡 cos 𝑡 e−𝑡 sin 𝑡
−e0.5𝑡 sin 𝑡 e−𝑡 cos 𝑡

]
，其第一列元素是发散的．
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3.22 推论

♥

系统 (3.19)是一致指数稳定的，若 ∃𝜆 > 0使得

𝜆𝑖 (𝐴(𝑡) + 𝐴T(𝑡)) ≤ −𝜆,∀𝑡 ≥ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛

证明 设 𝑉 = 𝑥T𝑥，显然 𝑉 正定．并且

¤𝑉 = 𝑥T(𝐴(𝑡) + 𝐴T(𝑡))𝑥

≤ −𝜆𝑥T𝑥

= −𝜆𝑉

利用 3.17第三条即可． ■

3.23 推论

♥

假设存在连续可微且对称的 𝑃(𝑡) ∈ R𝑛×𝑛，并存在 0 < 𝑐1 < 𝑐2 < ∞使得

𝑐1𝐼 ≤ 𝑃(𝑡) ≤ 𝑐2𝐼,∀𝑡 ≥ 0 (3.24)

进一步，假设某个连续可微且对称的 𝑄(𝑡) ∈ R𝑛×𝑛 满足对于任意 𝑡 > 0有

𝑄(𝑡) ≥ 𝑐3𝐼 > 0

¤𝑃(𝑡) + 𝑃(𝑡)𝐴(𝑡) + 𝐴T(𝑡)𝑃(𝑡) = −𝑄(𝑡)

那么 (3.19)的原点是全局一致渐近稳定（也是全局一致指数稳定）的．

证明 令 𝑉 (𝑥, 𝑡) = 𝑥T𝑃(𝑡)𝑥．利用 (3.24)可得𝑊1(𝑥) ≜ 𝑐1𝑥
T𝑥 ≤ 𝑉 (𝑥, 𝑡) ≤ 𝑐2𝑥

T𝑥 ≜ 𝑊2(𝑥)，即 𝑉 正

定且渐弱．

求 𝑉 的导数可得

¤𝑉 = 𝑥T𝑃(𝑡)𝐴(𝑡)𝑥 + 𝑥T𝐴T(𝑡)𝑃(𝑡)𝑥 + 𝑥T ¤𝑃(𝑡)𝑥

= −𝑥T𝑄(𝑡)𝑥

≤ −𝑐3𝑥
T𝑥

定义𝑊3(𝑥) ≜ 𝑥T𝑥，利用 3.17第四、五条即可． ■

3.25 推论

♥

假设对于任意时刻 𝑡 ≥ 0， 𝐴(𝑡) 的所有特征值都具有负实部，并且 𝐴(𝑡) 有界且´ ∞
0 𝐴T(𝑡)𝐴(𝑡) d𝑡 < ∞，那么系统 (3.19)的平衡点 𝑥 = 0是全局一致渐近稳定的．

3.26 定理：利用线性化判别非自治系统的稳定性

♥

令 𝑥 = 0是系统 (3.7)的平衡点，其中 𝑓 是 𝐶1 的，𝐷 = {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥‖ < 𝑟}．雅可比矩阵
𝜕 𝑓
𝜕𝑥
有界且在 𝐷上 Lipschitz（对 𝑡一致）．令 𝐴(𝑡) = 𝜕 𝑓

𝜕𝑥
(𝑡, 𝑥)

���
𝑥=0
．那么原点是指数稳定的，

当且仅当其对于线性系统 (3.19)（以上述 𝐴(𝑡)为系统矩阵）是指数稳定的．
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3.5 Barbalat引理及其推论

类似 2.4节开头的动机，我们欲在针对非自治系统构造的 Lyapunov函数导数仅为负半定
时，仍可判断系统的渐近稳定性．遗憾的是，适用于自治系统的 LaSalle不变集原理并不适用
于非自治系统．

下面要介绍的 Barbalat引理（3.29）给出了本身或导数渐近收敛的函数的刻画．先看一个
“否定直觉”的例子．

3.27 例

给定对 𝑡 可微的函数 𝑓，𝑡 → ∞时， 𝑓 → 𝑐⇎ ¤𝑓 → 0！
⇏： 𝑓 = e−𝑡 sin(e2𝑡 ) → 0，但是 ¤𝑓 = −e−𝑡 sin(e2𝑡 ) + e𝑡 cos(e2𝑡 ) · 2e2𝑡 无界；

⇍： 𝑓 = ln 𝑡，有 ¤𝑓 = 1
𝑡
→ 0，但是 𝑓 → ∞(𝑡 → ∞)．

这个例子启示我们，从收敛性不可直接推断导数趋于 0，需要附加条件．

3.28 定义：一致连续（uniform continuity）

♣

称函数 𝑓 (𝑡) : [0,∞) → R是一致连续的（uniformly continuous），若

∀𝜀 > 0, ∃𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0,∀|𝑡2 − 𝑡1 | ≤ 𝛿 ⇒ | 𝑓 (𝑡2) − 𝑓 (𝑡1) | ≤ 𝜀

3.29 定理：Barbalat引理

♥
若可微函数 𝑓 (𝑡) 当 𝑡 → ∞时具有有限极限，且 ¤𝑓 (𝑡)是一致连续的，那么 lim

𝑡→∞
¤𝑓 (𝑡) = 0．

证明 用反证法．假设 ¤𝑓 (𝑡) 当 𝑡 → ∞时不收敛至 0．那么存在 𝜀0 > 0使得对 ∀𝑇 > 0，均存在
无限多个时刻 𝑡𝑖 > 𝑇 使得 | ¤𝑓 (𝑡𝑖) | ≥ 𝜀0．

因为 ¤𝑓 (𝑡) 是一致连续的，因此存在 𝜂(𝜀0) > 0使得

| ¤𝑓 (𝑡′) − ¤𝑓 (𝑡′′) | < 𝜀0

2
,∀|𝑡′ − 𝑡′′ | < 𝜂

对于任意 |𝑡 − 𝑡𝑖 | < 𝜂，我们有

| ¤𝑓 (𝑡) | = | ¤𝑓 (𝑡𝑖) + ¤𝑓 (𝑡) − ¤𝑓 (𝑡𝑖) | ≥ | ¤𝑓 (𝑡𝑖) | − | ¤𝑓 (𝑡) − ¤𝑓 (𝑡𝑖) | > 𝜀0 −
𝜀0

2
=
𝜀0

2
对于所有 𝑡𝑖，均有����ˆ 𝑡𝑖+𝜂

𝑡𝑖−𝜂

¤𝑓 (𝑡) d𝑡
���� = ˆ 𝑡𝑖+𝜂

𝑡𝑖−𝜂

| ¤𝑓 (𝑡) | d𝑡 = | 𝑓 (𝑡𝑖 + 𝜂) − 𝑓 (𝑡𝑖 − 𝜂) | ≥ 2𝜂 · 𝜀0

2
= 𝜀0𝜂

第一个等号成立是因为在积分区间内， ¤𝑓 (𝑡) 保号．
而 𝑓 (𝑡)具有有限极限，这就意味着存在时刻 𝑇 (𝜀0) > 0，使得对于任意 𝑡2 > 𝑡1 > 𝑇 (𝜀0)，有

| 𝑓 (𝑡2) − 𝑓 (𝑡1) | < 𝜀0𝜂

前式与之相矛盾． ■�
注记 第一个条件最常见的两种情况：单调非减（递增）有上界、单调非增（递减）有下界．可

微函数一致连续的一个充分条件是其导数有界，因此常通过构造二阶导函数有界的函数以符

合第二个条件．
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上述定理的另一种常见表述：若 𝑓 (𝑡)是一致连续的，且 lim
𝑡→∞

´ 𝑡

0 𝑓 (𝜏) d𝜏存在且有限，那么
lim
𝑡→∞

𝑓 (𝑡) = 0．其中，“一致连续”这一条件非常重要．例如，下列并非一致连续的函数 𝑓 (𝑡)的
积分随 𝑡 → ∞存在且有限

lim
𝑡→∞

ˆ 𝑡

0
𝑓 (𝜏) d𝜏 =

1
2

∞∑
𝑛=1

1
𝑛2 =

𝜋2

12

但是 lim
𝑡→∞

𝑓 (𝑡)并不存在．

图 3.2: 积分具有有限极限，但原函数极限不存在

3.30 定理：类 Lyapunov定理（Lyapunov-like theorem）

♥
若标量函数 𝑉 (𝑡, 𝑥) 有下界，且 ¤𝑉 (𝑡, 𝑥)负半定并一致连续，那么 lim

𝑡→∞
¤𝑉 (𝑡, 𝑥) = 0．

证明 由 ¤𝑉 (𝑡, 𝑥)负半定，可得 𝑉 (𝑡, 𝑥)单调递减，又因为 𝑉 (𝑡, 𝑥)有下界，可得 𝑉 (𝑡, 𝑥)具有有限
极限．此外， ¤𝑉 (𝑡, 𝑥) 一致连续，根据 Barbalat引理可得 lim

𝑡→∞
¤𝑉 (𝑡, 𝑥) = 0． ■

3.31 例

考虑以下非自治系统．在自适应控制中，我们设计控制输入后可能得出形式类似的系统．

¤𝑒 = −𝑒 + 𝜃𝜑(𝑡)
¤̃𝜃 = −𝑒𝜑(𝑡)

其中 𝜑(𝑡) 是已知的连续有界函数，𝑒和 𝜃 是闭环系统的两个状态，分别代表跟踪误差和参数

估计误差．

考虑二次型标量函数

𝑉 =
1
2
𝑒2 + 1

2
𝜃2

显然 𝑉 有下界．求 𝑉 的导数

¤𝑉 = −𝑒2 + 𝑒𝜑(𝑡)𝜃 − 𝜃𝜑(𝑡)𝑒 = −𝑒2 ≤ 0
¥𝑉 = −2𝑒 ¤𝑒 = −2𝑒(−𝑒 + 𝜃𝜑(𝑡))

注意到 ¤𝑉 ≤ 0蕴涵 𝑉 (𝑡) ≤ 𝑉 (0)，因此 𝑒, 𝜃都有界；结合 𝜑(𝑡)有界，可得上述 ¥𝑉 也有界．
因此由 3.29或 3.30，我们可得 lim

𝑡→∞
¤𝑉 (𝑡) = 0，也就说明了 lim

𝑡→∞
𝑒(𝑡) = 0．
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3.32 定理：LaSalle-Yoshizawa定理

♥

令 𝑥 = 0是 (3.7)的平衡点，并设 𝑓 对 𝑡 是分段连续，且对 𝑥是局部 Lipschitz的（对于 𝑡

是一致的）．令 𝑉 是连续可微函数，满足 ∀𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ R𝑛，

𝛾1(‖𝑥‖) ≤ 𝑉 (𝑥, 𝑡) ≤ 𝛾2(‖𝑥‖)
¤𝑉 =

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ 𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑓 (𝑥, 𝑡) ≤ −𝑊 (𝑥) ≤ 0

其中 𝛾1和 𝛾2是K∞类函数且𝑊为连续函数．那么 (3.7)的所有解均满足 lim
𝑡→∞

𝑊 (𝑥(𝑡)) = 0．
进一步地，若𝑊 (𝑥)是正定的，那么 𝑥 = 0是全局一致渐近稳定的．

�
注记 思路导引：（第二行即 Barbalat引理的另一种表达形式）

Barbalat引理 𝑓 具有有限极限 ¤𝑓 一致连续 =⇒ ¤𝑓 → 0
m m

待证结论
´ 𝑡

0 𝑊 (𝑥(𝜏)) d𝜏具有有限极限 𝑊 对 𝑡 一致连续 =⇒ 𝑊 (𝑥(𝑡)) → 0
⇑ ⇑´ 𝑡

0 𝑊 (𝑥(𝜏)) d𝜏单调递增有上界 𝑊 对 𝑥一致连续

𝑥对 𝑡 一致连续

证明 注意到𝑊 (𝑥) ≥ 0 ⇒
´ 𝑡

0 𝑊 (𝑥(𝜏)) d𝜏单调递增．
由于 ¤𝑉 ≤ −𝑊 (𝑥)，两边积分得到 𝑉 (𝑡) −𝑉 (0) ≤ −

´ 𝑡

0 𝑊 (𝑥(𝜏)) d𝜏，进而可知
´ 𝑡

0 𝑊 (𝑥(𝜏)) d𝜏 ≤
𝑉 (0) −𝑉 (𝑡) ≤ 𝑉 (0)．因此

´ 𝑡

0 𝑊 (𝑥(𝜏)) d𝜏有上界．
于是

´ 𝑡

0 𝑊 (𝑥(𝜏)) d𝜏具有有限极限．
下面证明𝑊 对 𝑡 一致连续．首先，有界闭集上的连续函数必为一致连续．因此，𝑊 (𝑥)对

𝑥一致连续．

然后，由于 ¤𝑉 ≤ 0（𝑉 有上界），且 𝛾1(‖𝑥‖) ≤ 𝑉 (𝑥, 𝑡)（𝑉 有下界），因此 𝑉 有界，进而由于

𝛾1(‖𝑥‖) ≤ 𝑉 (𝑥, 𝑡) ≤ 𝛾2(‖𝑥‖)，所以 ‖𝑥‖ 也有界，不妨设 ‖𝑥‖ ≤ 𝑟．
由于 𝑓 是局部 Lipschitz的，所以对于 ∀𝑡2 > 𝑡1 ≥ 0，有

‖𝑥(𝑡2) − 𝑥(𝑡1)‖ =




ˆ 𝑡2

𝑡1

𝑓 (𝑥(𝜏), 𝜏) d𝜏






≤ 𝐿

����ˆ 𝑡2

𝑡1

‖𝑥(𝜏)‖ d𝜏
����

≤ 𝐿𝑟 |𝑡2 − 𝑡1 |

其中 𝑟 为 ‖𝑥‖的最大值（范数是连续函数，紧集上的范数必取得最值）．
对任意使得 ‖𝑥(𝑡2) − 𝑥(𝑡1)‖ ≤ 𝜀的 𝜀 > 0，取 |𝑡2 − 𝑡1 | ≤ 𝜀

𝐿𝑟
≜ 𝛿 > 0即可．因此 𝑥(𝑡)对 𝑡是一

致连续的，进而𝑊 (𝑥)对 𝑡 是一致连续的．

综上，由 Barbalat引理可知 lim
𝑡→∞

𝑊 (𝑥(𝑡)) = 0． ■
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3.33 定义

♣

设 𝑥(𝑡)是关于时间的函数．
𝐿 𝑝（𝑝 ∈ [1,∞)）范数 ‖𝑥‖ 𝑝 定义为

‖𝑥‖ 𝑝 =

(ˆ ∞

0
|𝑥(𝜏) |𝑝d𝜏

) 1
𝑝

,

无穷范数 ‖𝑥‖∞定义为

‖𝑥‖∞ = sup
𝑡≥0

|𝑥(𝑡) |.

若 ‖𝑥‖ 𝑝 存在（有界），则称 𝑥 ∈ L𝑝．

注：在本定义中，使用 |𝑥 | 来表示 𝑥 的绝对值（若 𝑥 为标量）或 𝑥 的欧几里得范数（若

𝑥为向量）．

3.34 推论

♥
若连续可微函数 𝑥(𝑡) ∈ L𝑝 ∩ L∞（𝑝 ∈ [1,∞)），且 ¤𝑥 ∈ L∞，则 lim

𝑡→∞
𝑥(𝑡) = 0．

证明略．

�
注记 思路导引：

Barbalat引理 𝑓 具有有限极限 ¤𝑓 一致连续 =⇒ ¤𝑓 → 0
m m

待证结论
´ 𝑡

0 𝑥
𝑝 (𝜏) d𝜏具有有限极限 𝑥 𝑝 对 𝑡 一致连续 =⇒ 𝑥 𝑝 → 0 =⇒ 𝑥 → 0

⇑ ⇑
𝑥 ∈ L𝑝 的定义 d𝑥𝑝

d𝑡 有界 ⇐ 𝑥, ¤𝑥 ∈ L∞

3.6 有界性和最终有界性

我们前面所讨论的 Lyapunov意义下的稳定性是关于平衡点的．而在实际的系统设计中，由
于扰动和其他不确定性，系统未必具有平衡点．而在这种情况下，我们可以用 Lyapunov分析
来证明状态方程解的有界性．

在正式给出各种有界性的定义前，我们先分析一个具体例子．考虑这样一个标量非自治系

统：

¤𝑥 = 𝑥 + 𝛿 sin 𝑡, 𝑥(𝑡0) = 𝑎, 𝑎 > 𝛿 > 0．

该系统没有平衡点．它的解是

𝑥(𝑡) = e−(𝑡−𝑡0 )𝑥(𝑡0) + 𝛿
ˆ 𝑡

𝑡0

e−(𝑡−𝜏 ) d𝜏．
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这个解满足下式：

‖𝑥(𝑡)‖ ≤ e−(𝑡−𝑡0 )𝑎 + 𝛿
ˆ 𝑡

𝑡0

e−(𝑡−𝜏 ) d𝜏

= (𝑎 − 𝛿)e−(𝑡−𝑡0 ) + 𝛿

≤ 𝑎, ∀𝑡 ≥ 𝑡0．

也就是说，这个解对于所有 𝑡 > 𝑡0 有界，且这一有界性对 𝑡0 一致（即与 𝑡0 的选取无关）．进一

步，对于任意 𝑏 ∈ (𝛿, 𝑎)，不难得到

‖𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝑏, ∀𝑡 ≥ 𝑡0 + ln
(
𝑎 − 𝛿
𝑏 − 𝛿

)
．

而 𝑏 这个界，也是与 𝑡0 的选取无关的．由此我们能更好地估计经过一段暂态时间后的解．这

种情况我们就称解是一致最终有界的（uniformly ultimately bounded，简称 UUB），而 𝑏就

称为最终界．

不用状态方程的显式解，也可以通过 Lyapunov分析得到上述结果．取 𝑉 (𝑥) = 1
2𝑥

2，其沿

系统轨线的导数是

¤𝑉 = −𝑥2 + 𝛿𝑥 sin 𝑡

≤ −𝑥2 + 𝛿 |𝑥 |

= −|𝑥 | ( |𝑥 | − 𝛿)．
¤𝑉 在原点附近并不是负定的，但在集合 {|𝑥 | < 𝛿}外是负定的．
取 𝑐 > 1

2𝛿
2，其中 |𝑥 | > 𝛿．对于集合 {𝑉 ≤ 𝑐}，由于在边界 𝑉 = 𝑐上 ¤𝑉 是负的，从该集合出

发的解都会一直留在其中．（换言之，这是正不变集．）从而解是一致有界的．

取任意 𝜀 使得 𝛿2

2 < 𝜀 < 𝑐，则在集合 {𝜀 ≤ 𝑉 ≤ 𝑐} 内有 ¤𝑉 < 0．这就表明，𝑉 会在这个集
合内单调递减直到进入集合 {𝑉 (𝑥) ≤ 𝜀}．此后，解就不再离开集合 {𝑉 (𝑥) ≤ 𝜀}了，因为在边界
𝑉 = 𝜀上 ¤𝑉 < 0．于是我们可以得到结论：该解是一致最终有界的且最终界为 |𝑥 | ≤

√
2𝜀．

下面给出各种有界性的定义．

3.35 定义：有界性和最终有界性（boundedness and ultimate boundedness）

♣

称 (3.7)的解是
一致有界的（uniformly bounded），如果存在正的且与 𝑡0 ≥ 0无关的常数 𝑐使得对于

任意 𝑎 ∈ (0, 𝑐) 存在与 𝑡0 无关的 𝛽 = 𝛽(𝑎) > 0使得

‖𝑥(𝑡0)‖ ≤ 𝑎 ⇒ ‖𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝛽, ∀𝑡 ≥ 𝑡0 (3.36)

全局一致有界的（globally uniformly bounded），如果 (3.36)对任意大的 𝑎都成立．

一致最终有界的（uniformly ultimately bounded）且最终界为 𝑏，如果存在正的且与

𝑡0 ≥ 0无关的常数 𝑏, 𝑐使得对于任意 𝑎 ∈ (0, 𝑐)存在与 𝑡0 无关的 𝑇 = 𝑇 (𝑎, 𝑏) > 0使得

‖𝑥(𝑡0)‖ ≤ 𝑎 ⇒ ‖𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝑏, ∀𝑡 ≥ 𝑡0 + 𝑇 (3.37)

全局一致最终有界的（global uniformly ultimately bounded），如果 (3.37)对任意大的
𝑎都成立．
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3.38 例

对于方程 (3.7)，考虑一个连续的正定函数 𝑉 (𝑥)，若其沿着系统轨线的导数满足
¤𝑉 ≤ −𝛽𝑉 + 𝑐, 𝛽, 𝑐 > 0，

那么我们可以证明这个方程的解是一致最终有界的．具体证明过程如下．

¤𝑉 ≤ −𝛽𝑉 + 𝑐
¤𝑉 + 𝛽𝑉 ≤ 𝑐

e𝛽𝑡 ¤𝑉 + 𝛽e𝛽𝑡𝑉 ≤ 𝑐e𝛽𝑡

d
d𝑡

(
e𝛽𝑡𝑉

)
≤ 𝑐e𝛽𝑡

e𝛽𝑡𝑉 (𝑥(𝑡)) − e𝛽𝑡0𝑉 (𝑥(𝑡0)) ≤ 𝑐
ˆ 𝑡

𝑡0

e𝛽𝜏 d𝜏 =
𝑐

𝛽

(
e𝛽𝑡 − e𝛽𝑡0

)
𝑉 (𝑡) ≤ e−𝛽 (𝑡−𝑡0 )𝑉 (𝑥(𝑡0)) +

𝑐

𝛽

(
1 − e−𝛽 (𝑡−𝑡0 )

)
．

记 𝑉 (𝑥(𝑡0)) ≤ 𝐴．若 𝐴 ≤ 𝑐
𝛽
，则立得 𝑉 (𝑡) ≤ 𝑐

𝛽
．若 𝐴 > 𝑐

𝛽
，则取任意 𝐵满足 𝑐

𝛽
< 𝐵 < 𝐴，可得

𝑉 (𝑡) ≤ 𝐵, ∀𝑡 ≥ 𝑡0 +
1
𝛽

ln
𝐴 − 𝑐

𝛽

𝐵 − 𝑐
𝛽

≜ 𝑡0 + 𝑇．

其中，𝐴 > 0, 𝐵 > 0, 𝑇 = 𝑇 (𝐴, 𝐵) > 0均与 𝑡0 无关．由引理 3.5，可得 K 类函数 𝛼1, 𝛼2 使得

𝛼1(‖𝑥‖) ≤ 𝑉 (𝑥) ≤ 𝛼2(‖𝑥‖), ∀𝑥 ∈ {𝑥 |0 < 𝜇 < ‖𝑥‖ < 𝑟}，

其中 𝑟 充分大以使得 𝛼1(𝑟) ≥ 𝐴，𝜇充分小以使得 𝛼2(𝜇) ≤ 𝐵．（可以证明这是做得到的．）从

而，对于 𝑡 ≥ 𝑡0 + 𝑇0，有：

‖𝑥(𝑡0)‖ ≤ 𝛼−1
2 (𝐵) =⇒ 𝑉 (𝑥(𝑡0)) ≤ 𝐵 ≤ 𝐴 =⇒ 𝑉 (𝑥(𝑡)) ≤ 𝐴 =⇒ ‖𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝛼−1

1 (𝐴)．

记 𝑎 = 𝛼−1
2 (𝐵) 和 𝑏 = 𝛼−1

1 (𝐴)，整理上述结果则有：

‖𝑥(𝑡0)‖ ≤ 𝑎 =⇒ ‖𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝑏, ∀𝑡 ≥ 𝑡0 + 𝑇，

其中 𝑎 > 0, 𝑏 > 0, 𝑇 = 𝑇 (𝑎, 𝑏) > 0均与 𝑡0 无关，故在本例条件下方程 (3.7)的解是一致最终有
界的．

3.7 输入-状态稳定性

考虑系统

¤𝑥 = 𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝑢)， (3.39)

其中 𝑓 : (0,∞) × R𝑛 × R𝑛 → R𝑛 是关于 𝑡 分段连续且关于 𝑥 和 𝑢局部 Lipschitz的函数．输入 𝑢

是 𝑡 的有界连续函数．假设无外力系统

¤𝑥 = 𝑓 (𝑡, 𝑥, 0) (3.40)

具有全局一致渐近稳定的平衡点 𝑥 = 0．那么，在有界输入 𝑢(𝑡) 下，系统 (3.39)会有怎样的表
现？首先我们从简单情形出发，讨论线性时不变系统．
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3.41 例

对于线性时不变系统

¤𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢，

其中 𝐴是 Hurwitz的，我们可以得到其解为

𝑥(𝑡) = e𝐴(𝑡−𝑡0 )𝑥(𝑡0) +
ˆ 𝑡

𝑡0

𝑒𝐴(𝑡−𝜏 )𝐵𝑢(𝜏) d𝜏．

利用 ‖e𝐴(𝑡−𝑡0 ) ‖ ≤ 𝑘e−𝜆(𝑡−𝑡0 )（其中 𝑘, 𝜆 ≥ 0），可以对这个解做如下近似：

‖𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝑘e−𝜆(𝑡−𝑡0 ) ‖𝑥(𝑡0)‖ + 𝑘
ˆ 𝑡

𝑡0

e−𝜆(𝑡−𝜏 ) ‖𝐵‖‖𝑢(𝜏)‖ d𝜏

≤ 𝑘e−𝜆(𝑡−𝑡0 ) ‖𝑥(𝑡0)‖ + 𝑘 ‖𝐵‖ sup
𝑡0≤𝜏≤𝑡

‖𝑢(𝜏)‖
ˆ 𝑡

𝑡0

e−𝜆(𝑡−𝜏 ) d𝜏

≤ 𝑘e−𝜆(𝑡−𝑡0 ) ‖𝑥(𝑡0)‖ +
𝑘 ‖𝐵‖
𝜆

sup
𝑡0≤𝜏≤𝑡

‖𝑢(𝜏)‖．

由此可知，解当中的零输入响应（上式最后一行的第一项）按指数速率衰减至零，而零状态

响应（上式最后一行的第二项）对于每个有界的输入都是有界的．也就是说，对于任意有界

的输入，系统的状态都有界．

这样的性质被称为输入-状态稳定性，这里给出其正式定义．

3.42 定义：输入-状态稳定性（input-to-state stability）

♣

系统 (3.39)称为输入-状态稳定（input-to-state stable，ISS），如果存在一个 KL 类函
数 𝛽和一个 K 类函数 𝛾，使得对于任意初始状态 𝑥(𝑡0) 和任意有界输入 𝑢(𝑡)，解 𝑥(𝑡) 对
所有 𝑡 ≥ 𝑡0 均存在且满足

‖𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝛽(‖𝑥(𝑡0)‖, 𝑡 − 𝑡0) + 𝛾( sup
𝑡0≤𝜏≤𝑡

‖𝑢(𝜏)‖)．

�
注记 输入-状态稳定的系统，有如下性质．

1. 对于任意 𝑢(𝑡)，𝑥(𝑡)都会是有界的．
2. 随着 𝑡 增加，𝑥(𝑡) 是最终有界的，其界是以 sup𝑡0≤𝜏≤𝑡 ‖𝑢(𝜏)‖ 为自变量的 K 类函数．
3. 若 𝑢(𝑡) ≡ 0,则 𝑥 = 0全局一致渐近稳定．
4. 若 𝑢(𝑡)随 𝑡 → ∞趋于零，则 𝑥(𝑡) 也随 𝑡 → ∞趋于零．

接下来，我们讨论非线性系统在什么情况下具有这样的性质．对应的无外力系统具有一致

渐近稳定平衡点即可吗？答案是否定的．下面看一个例子．

3.43 例

对于系统

¤𝑥 = −3𝑥 + (1 + 2𝑥2)𝑢，

当输入 𝑢 = 0时，平衡点 𝑥 = 0是全局渐近稳定的．然而，当 𝑥(0) = 2且 𝑢(𝑡) = 1时，可得解
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为

𝑥(𝑡) = 3 − e𝑡

3 − 2e𝑡
．

而这个解是无界的，甚至有有限逃逸时间（𝑡 = 1
2 ln 3）．

下面给出输入-状态稳定性的充分条件．

3.44 定理：输入-状态稳定性的充分条件

♥

令 𝑉 : [0,∞) × R𝑛 → R是 𝐶1 函数，且满足

𝛼1(‖𝑥‖) ≤ 𝑉 (𝑡, 𝑥) ≤ 𝛼2(‖𝑥‖)
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ 𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝑢) ≤ −𝑊3(𝑥), ∀‖𝑥‖ ≥ 𝜌(𝑢) > 0,

∀(𝑡, 𝑥, 𝑢) ∈ [0,∞) ×R𝑛 ×R𝑛, 𝛼1, 𝛼2 ∈ K∞, 𝜌 ∈ K, 0 < 𝑊3(𝑥) ∈ 𝐶0．则系统 ¤𝑥 = 𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝑢)是
ISS的，其中定义 3.42中的 𝛾 = 𝛼−1

1 ◦ 𝛼 ◦ 𝜌．

证明 讲义上无，待补充． ■
下一条引理将全局指数稳定性和输入-状态稳定性联系了起来．

3.45 引理

♥

假设 𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝑢) 对 (𝑥, 𝑢) 连续可微并且是全局 Lipschitz 的（对 𝑡 一致）．若无外力系统

¤𝑥 = 𝑓 (𝑡, 𝑥, 0) 具有全局指数平衡点 𝑥 = 0，则系统 ¤𝑥 = 𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝑢) 是 ISS的．

证明 讲义上无，待补充． ■

级联系统

考虑级联系统

¤𝑥1 = 𝑓1(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) (3.46)

¤𝑥2 = 𝑓2(𝑡, 𝑥2) (3.47)

其中子系统 ¤𝑥1 = 𝑓1(𝑡, 𝑥1, 0) 的平衡点 𝑥1 = 0是全局一致渐近稳定的（GUAS）， ¤𝑥2 = 𝑓2(𝑡, 𝑥2) 的
平衡点 𝑥2 = 0也是全局一致渐近稳定的（GUAS）．那么在什么条件下，这个级联系统的原点
𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) = 0也是全局一致渐近稳定的（GUAS）？
这里我们不加证明地给出一条引理．

3.48 引理

♥

在上述假设下，如果将 𝑥2 作为输入的系统 (3.46)是输入-状态稳定的（ISS），那么该级
联系统的原点是全局一致渐近稳定的（GUAS）．
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4.1 自适应控制概述
本节图片全部来自前言中参考文献 4．

4.1.1 自适应控制的概念与缘由

在设计系统时，我们常遇到下面情形：

1. 待控制系统具有参数不确定性．
2. 系统具有无法预测的参数摄动．
3. 系统受到的扰动特征无法确知．
为了抵御有确定上下界的参数摄动，首先考虑设计参数不变的反馈控制器，如图 4.1(a)所

示．记闭环传递函数为 𝑇，有

𝑇 =
𝐺 (𝑠)𝐶 (𝑠)

1 + 𝐺 (𝑠)𝐶 (𝑠) =⇒ d𝑇
𝑇

=
1

1 + 𝐺 (𝑠)𝐶 (𝑠)
d𝐺 (𝑠)
𝐺 (𝑠)

可见，选取 𝐶 (𝑠)使得开环增益 |𝐶 (j𝜔)𝐺 (j𝜔) |在我们感兴趣的频段足够大，那么模型对 𝐺 (𝑠)的
变化（如参数摄动或不确定性）不敏感，并且由于增益接近于 1，可认为 𝑦 = 𝑦∗．只要 𝐺 (𝑠)的
变化在一定范围内，就可以通过 𝐶 (𝑠) 的设计来实现跟踪和稳定性目标．这就是所谓鲁棒控制
【robust (high gain) control】．

但是，闭环并不是万能的：闭环后，有些系统输出受不确定性的影响会减小，有些反而增

大；还有些系统无法用线性反馈控制器来控制．例子可见前言中参考文献 6的例 1.1-1.3，此处
不录．

上面的设计，控制器参数是不变的．如果控制器参数能随着被控对象的变化而变化，以补

偿不确定性带来的影响，可能收到更好的效果．这样，我们就有下面的控制思想．

4.1 定义：自适应控制器（adaptive controller）

♣自适应控制器是结构固定但具有可变参数的控制器，且带有一套自动调整参数的规则．

其示意图如图 4.1(b)所示．

(a) (b)

图 4.1: (a)鲁棒控制．(b)自适应控制．

鲁棒控制和自适应控制的对比如表 4.1．
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表 4.1: 自适应控制与鲁棒控制的对比

自适应控制（adaptive control） 鲁棒控制（robust control）

对于处理慢变或不变的参数不确定性上更有优势 在处理扰动、快变参数和未建模动态上更有优势

随着自适应过程的进行，自适应控制器能不断提高
系统性能

鲁棒控制器试图使系统维持恒定的性能

自适应控制器几乎不需要对于未知参数的先验（a
priori）信息

鲁棒控制器需要对于参数的界有合理的先验估计

自适应控制的一般设计步骤 1. 描述/刻画闭环系统的期望特性；
2. 设计合适的控制律，其中包含可调参数；
3. 求出调节这些参数的自适应律；
4. 分析待控制变量的收敛性，应用控制律．

4.1.2 自适应控制的类型

1. 非直接型（间接型，indirect）：估计被控对象（plant）参数⇒设计控制器参数．首先确
定过程（process）的模型与扰动特征，然后基于这些信息定出控制器参数．

2. 直接型（direct）：无需先确定过程（process）的模型与扰动特征，直接设计控制器参数．

(a) (b)

图 4.2: (a)非直接型（间接型）．(b)直接型．

4.1.3 自适应控制的常用手段

增益调节（Gain Scheduling） 1. 事先建立一张表（lookup table），建立测量得的指标（或
称为辅助量测值，auxiliary measurements，可理解为工作点）与参数的对应关系，控
制器的增益就随着工作点而变化．

2. 优点：当系统动力学改变时，参数可根据这些改变迅速变化．
3. 缺点：参数的更新是开环的，并不会根据系统的演变而“学到”新的信息．
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图 4.3: 增益调节

自调节控制器（Self-Tuning Controller，STC） 1. 控制器参数，是根据被控对象的参数估
计实时计算的．

2. 参数辨识和控制是同时进行的．
3. 利用确定性等价原理（Certainty Equivalence Principle）：将辨识所得的被控对象参数
当作真值，由此计算控制器参数．

图 4.4: 自调节控制器

模型参考自适应控制（Model Reference Adaptive Control，MRAC） 1. 被控对象（plant）：
具有未知参数和确定的结构．

2. 参考模型（reference model）：指定系统目标输出．
3. 反馈控制律：包含可调参数．
4. 自适应机制：更新上述可调参数．

(a) (b)

图 4.5: (a)非直接型（间接型）MRAC．(b)直接型MRAC．
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4.2 标量系统的模型参考自适应控制

4.2.1 引入

考虑如下一阶标量系统

¤𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑢

其中 𝑎是未知参数，𝑥为状态，𝑢为控制输入．

我们的控制目标是，设计 𝑢使得闭环系统中的所有信号都是有界的，且 𝑥能够跟踪下述参

考模型的参考状态 𝑥ref：

¤𝑥ref = −𝑎ref𝑥ref + 𝑏ref𝑢𝑐

其中 𝑎ref > 0且 𝑏ref 已知，𝑢𝑐 (𝑡) 是（虚拟的）输入指令，其有界且分段连续．
我们采用下述控制律

𝑢∗ = 𝑘∗1𝑥 + 𝑘∗2𝑢𝑐

那么

¤𝑥 = (𝑎 + 𝑘∗1)𝑥 + 𝑘∗2𝑢𝑐

如果能使得 𝑎 + 𝑘∗1 = −𝑎ref , 𝑘
∗
2 = 𝑏ref，即

𝑘∗1 = −𝑎 − 𝑎ref , 𝑘
∗
2 = 𝑏ref (4.2)

那么

¤𝑥 = −𝑎ref𝑥 + 𝑏ref𝑢𝑐

定义状态跟踪误差

𝑒 = 𝑥 − 𝑥ref

那么

¤𝑒 = ¤𝑥 − ¤𝑥ref = −𝑎ref𝑒

很明显随时间增长，𝑒 → 0．也可通过作 Lyapunov函数 𝑉 = 𝑒2 来说明．这就实现了跟踪．但

是 𝑎是未知的，因此 (4.2)中的 𝑘∗1 无法直接应用．这时就有两种思路：

若采用直接型MRAC，我们直接估计控制器的参数，即直接估计 𝑘∗1，将其记为 𝑘̂1，那么

控制律就写成

𝑢 = 𝑘̂1𝑥 + 𝑏ref𝑢𝑐

若采用间接型MRAC，我们则通过估计被控对象的参数转化得到控制器参数，即先估计
𝑎（记为 𝑎̂(𝑡)），进而得到控制律

𝑢 = (−𝑎̂(𝑡) − 𝑎ref)𝑥 + 𝑏ref𝑢𝑐
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4.2.2 标量系统的直接型MRAC设计

考虑如下一阶系统

¤𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑢 (4.3)

其中 𝑎, 𝑏为未知参数，𝑥为状态，但 𝑏的符号 sgn(𝑏)已知．

我们的控制目标是，设计 𝑢，使得闭环系统的所有信号都有界，且 𝑥能够跟踪下述参考模

型的参考状态 𝑥ref：

¤𝑥ref = −𝑎ref𝑥ref + 𝑏ref𝑢𝑐 (4.4)

其中 𝑎ref > 0和 𝑏ref 为已知常数（是我们所期望的值），𝑢𝑐 (𝑡) 是（虚拟的）输入指令，其有界
且分段连续．

在不考虑模型参数未知的情况下，我们先采用以下控制律

𝑢 = 𝑘∗1𝑥 + 𝑘∗2𝑢𝑐 (4.5)

其中 𝑘∗1, 𝑘
∗
2 是（我们所期望的）已知常数．这样，(4.3)就成为下述闭环系统

¤𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏(𝑘∗1𝑥 + 𝑘∗2𝑢𝑐)

= (𝑎 + 𝑏𝑘∗1)𝑥 + 𝑏𝑘∗2𝑢𝑐
这样，对比 (4.4)和上式就可得出，理想情况下跟踪参考模型时，参数 𝑘∗1, 𝑘

∗
2 应满足

𝑘∗1 =
−𝑎 − 𝑎ref

𝑏
, 𝑘∗2 =

𝑏ref

𝑏
(4.6)

然而，当 𝑎, 𝑏未知时，理想的 (4.6)无法实际应用．因此，将 (4.5)改造为下述具有可调参
数的控制律

𝑢 = 𝑘̂1(𝑡)𝑥 + 𝑘̂2(𝑡)𝑢𝑐 (4.7)

其中 𝑘̂1(𝑡), 𝑘̂2(𝑡)分别是 𝑘∗1, 𝑘
∗
2 的估计．

将 (4.7)代入 (4.3)有
¤𝑥 = (𝑎 + 𝑏𝑘̂1(𝑡))𝑥 + 𝑏𝑘̂2(𝑡)𝑢𝑐 (4.8)

定义跟踪误差

𝑒 ≜ 𝑥 − 𝑥ref

根据 (4.4)和 (4.8)，可推导出误差动力学是

¤𝑒 = ¤𝑥 − ¤𝑥ref

= (𝑎 + 𝑏𝑘̂1(𝑡))𝑥 + 𝑏𝑘̂2(𝑡)𝑢𝑐 + 𝑎ref𝑥ref − 𝑏ref𝑢𝑐

= (𝑎 + 𝑎ref + 𝑏𝑘̂1(𝑡))𝑥 + (𝑏𝑘̂2(𝑡) − 𝑏ref)𝑢𝑐 − 𝑎ref (𝑥 − 𝑥ref)

结合 (4.6)，发现上式可写为

¤𝑒 = −𝑎ref𝑒 + 𝑏( 𝑘̂1(𝑡) − 𝑘∗1)𝑥 + 𝑏( 𝑘̂2(𝑡) − 𝑘∗2)𝑢𝑐
第二项和第三项中的括号可理解为对 𝑘∗1, 𝑘

∗
2 的参数估计误差，于是定义

𝑘̃1 ≜ 𝑘̂1(𝑡) − 𝑘∗1, 𝑘̃2 ≜ 𝑘̂2(𝑡) − 𝑘∗2
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则有

¤𝑒 = −𝑎ref𝑒 + 𝑏𝑘̃1𝑥 + 𝑏𝑘̃2𝑢𝑐 (4.9)

下面的目标是让误差 𝑒, 𝑘̃1, 𝑘̃2 收敛至 0，进而使 𝑥跟踪 𝑥ref．考虑候选 Lyapunov函数

𝑉 =
1
2
𝑒2 + 1

2
𝑘̃2

1 +
1
2
𝑘̃2

2 (4.10)

沿 (4.9)的状态轨线，求其对时间的导数得（注意 ¤̃𝑘1 =
¤̂𝑘1，

¤̃𝑘2 =
¤̂𝑘2）

¤𝑉 = 𝑒 ¤𝑒 + 𝑘̃1
¤̂𝑘1 + 𝑘̃2

¤̂𝑘2

= −𝑎ref𝑒
2 + 𝑏𝑘̃1𝑥𝑒 + 𝑏𝑘̃2𝑢𝑐𝑒 + 𝑘̃1

¤̂𝑘1 + 𝑘̃2
¤̂𝑘2 (4.11)

= −𝑎ref𝑒
2 + 𝑘̃1( ¤̂𝑘1 + 𝑏𝑥𝑒) + 𝑘̃2( ¤̂𝑘2 + 𝑏𝑢𝑐𝑒) (4.12)

如果我们将第二项与第三项消去，即选取

¤̂𝑘1 = −𝑏𝑥𝑒, ¤̂𝑘2 = −𝑏𝑢𝑐𝑒

则可得 ¤𝑉 ≤ 0．然而，由于 𝑏未知，上式不能直接应用．

我们发现，如果在 (4.10)的第二、三项中乘上 𝑏，那么 (4.12)的后两项中 𝑏就可提出，进

而设计 ¤̂𝑘1,
¤̂𝑘2 消去的项就不含有 𝑏．然而，由于 𝑏 可能为负，所以可能使 𝑉 不再正定．于是，

考虑加入 |𝑏 |，这样虽会产生 sgn(𝑏)，但其已知．进而，考虑下述候选 Lyapunov函数：

𝑉 =
1
2
𝑒2 + |𝑏 |

2𝛾1
𝑘̃2

1 +
|𝑏 |
2𝛾2

𝑘̃2
2 (4.13)

其中 𝛾1, 𝛾2 > 0．沿 (4.9) 的状态轨线，求其对时间的导数得（在 (4.11) 的基础上改写，注意
sgn(𝑏) |𝑏 | = sgn2(𝑏)𝑏 = 𝑏）

¤𝑉 = −𝑎ref𝑒
2 + |𝑏 |

𝛾1
sgn(𝑏)𝛾1 𝑘̃1𝑥𝑒 +

|𝑏 |
𝛾2

sgn(𝑏)𝛾2 𝑘̃2𝑢𝑐𝑒 +
|𝑏 |
𝛾1
𝑘̃1

¤̂𝑘1 +
|𝑏 |
𝛾2
𝑘̃2

¤̂𝑘2

= −𝑎ref𝑒
2 + |𝑏 |

𝛾1
𝑘̃1( ¤̂𝑘1 + 𝛾1 sgn(𝑏)𝑥𝑒) + |𝑏 |

𝛾2
𝑘̃2( ¤̂𝑘2 + 𝛾2 sgn(𝑏)𝑢𝑐𝑒)

此时，如果我们选取
¤̂𝑘1 = −𝛾1 sgn(𝑏)𝑥𝑒, ¤̂𝑘2 = −𝛾2 sgn(𝑏)𝑢𝑐𝑒

则
¤𝑉 = −𝑎ref𝑒

2 ≤ 0

从而 𝑉 (𝑡) ≤ 𝑉 (0)，𝑉 有界．由 (4.13)的形式得 𝑒, 𝑘̃1, 𝑘̃2都有界，于是 𝑘̂1, 𝑘̂2有界；由于 𝑢𝑐有界，

因此 𝑢有界；由于 𝑥ref 有界，因此 𝑥有界．

再求一次导得 ¥𝑉 = −2𝑎ref𝑒 ¤𝑒，将误差动力学 (4.9)代入，结合上段发现其也有界．

因此根据 Barbalat引理（3.29）， lim
𝑡→∞

¤𝑉 (𝑡) = 0，也即 lim
𝑡→∞

𝑒(𝑡) = 0．

总结设计步骤：

1. 根据已知参数，寻求一种控制器结构
2. 导出误差动力学（包括跟踪误差和参数估计误差）
3. 根据上述误差构造 Lyapunov函数
4. 设计参数更新规则，使得 ¤𝑉 ≤ 0
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表 4.2: 标量系统的直接型MRAC设计汇总

开环被控对象 ¤𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑢; {𝑎, 𝑏}未知，但 sgn(𝑏)已知

参考模型 ¤𝑥ref = −𝑎ref𝑥ref + 𝑏ref𝑢𝑐, 𝑎ref > 0

跟踪误差 𝑒 ≜ 𝑥 − 𝑥ref

控制输入 𝑢 = 𝑘̂1(𝑡)𝑥 + 𝑘̂2(𝑡)𝑢𝑐

直接型MRAC控制律 ¤̂𝑘1 = −𝛾1 sgn(𝑏)𝑥𝑒, ¤̂𝑘2 = −𝛾2 sgn(𝑏)𝑢𝑐𝑒; 𝛾1, 𝛾2 > 0

4.2.3 具有非线性项的标量系统的直接型MRAC设计

考虑如下标量系统

¤𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏(𝑢 + 𝑓 (𝑥)) (4.14)

其中 𝑓 (𝑥) = 𝜑(𝑥)𝜃， 𝜑有界、连续且已知； 𝑎, 𝑏, 𝜃 是未知的参数，𝑏的符号 sgn(𝑏)已知．

仍定义参考模型如式 (4.4)．我们试图消去 𝑓，于是在 (4.7)基础上提出下述控制律：

𝑢 = 𝑘̂1(𝑡)𝑥 + 𝑘̂2(𝑡)𝑢𝑐 − 𝜑(𝑥)𝜃

但是 𝜃 是未知的，所以将它换成它的估计 𝜃 (𝑡)，得到

𝑢 = 𝑘̂1(𝑡)𝑥 + 𝑘̂2(𝑡)𝑢𝑐 − 𝜑(𝑥)𝜃 (𝑡) (4.15)

代入 (4.14)得到闭环系统方程

¤𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑘̂1(𝑡)𝑥 + 𝑏𝑘̂2(𝑡)𝑢𝑐 − 𝑏𝜑(𝑥) (𝜃 (𝑡) − 𝜃) (4.16)

类似上一小节对于理想情形的推导，可得与 (4.6)一样的 𝑘∗1, 𝑘
∗
2．仍定义 𝑒 = 𝑥 − 𝑥ref，结合 (4.4)

与 (4.16)，误差动力学可写为

¤𝑒 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑘̂1(𝑡)𝑥 + 𝑏𝑘̂2(𝑡)𝑢𝑐 − 𝑏𝜑(𝑥) (𝜃 (𝑡) − 𝜃) + 𝑎ref𝑥ref − 𝑏ref𝑢𝑐

= (𝑎ref + 𝑎)𝑥 + 𝑏𝑘̂1(𝑡)𝑥 + (𝑏𝑘̂2(𝑡) − 𝑏ref)𝑢𝑐 − 𝑏𝜑(𝑥)(𝜃 (𝑡) − 𝜃) − 𝑎ref (𝑥 − 𝑥ref)

= 𝑏( 𝑘̂1(𝑡) − 𝑘∗1)𝑥 + 𝑏( 𝑘̂2(𝑡) − 𝑘∗2)𝑢𝑐 − 𝑏𝜑(𝑥)(𝜃 (𝑡) − 𝜃) − 𝑎ref𝑒

= −𝑎ref𝑒 + 𝑏𝑘̃1𝑥 + 𝑏𝑘̃2𝑢𝑐 − 𝑏𝜑𝜃 (4.17)

其中定义了三个参数估计误差 𝑘̃1 ≜ 𝑘̂1(𝑡) − 𝑘∗1，𝑘̃2 ≜ 𝑘̂2(𝑡) − 𝑘∗2 和 𝜃 ≜ 𝜃 (𝑡) − 𝜃．

类似上一小节（使括号中的 𝑏可提出）的思路，考察下述候选 Lyapunov函数

𝑉 =
1
2
𝑒2 + |𝑏 |

2𝛾1
𝑘̃2

1 +
|𝑏 |
2𝛾2

𝑘̃2
2 +

|𝑏 |
2𝛾3

𝜃2 (4.18)

其中 𝛾1, 𝛾2, 𝛾3 > 0.

沿 (4.17)的状态轨线，求其对时间的导数得

¤𝑉 = 𝑒 ¤𝑒 + |𝑏 |
𝛾1
𝑘̃1

¤̂𝑘1 +
|𝑏 |
𝛾2
𝑘̃2

¤̂𝑘2 +
|𝑏 |
𝛾3
𝜃 ¤̂𝜃

= −𝑎ref𝑒
2 + |𝑏 |

𝛾1
𝑘̃1( ¤̂𝑘1 + 𝛾1 sgn(𝑏)𝑥𝑒) + |𝑏 |

𝛾2
𝑘̃2( ¤̂𝑘2 + 𝛾2 sgn(𝑏)𝑢𝑐𝑒) +

|𝑏 |
𝛾3
𝜃 ( ¤̂𝜃 − 𝛾3 sgn(𝑏)𝜑𝑒)
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我们选取
¤̂𝑘1 = −𝛾1 sgn(𝑏)𝑥𝑒, ¤̂𝑘2 = −𝛾2 sgn(𝑏)𝑢𝑐𝑒, ¤̂𝜃 = 𝛾3 sgn(𝑏)𝜑𝑒

即得
¤𝑉 = −𝑎ref𝑒

2 ≤ 0

因此 𝑉 (𝑡) ≤ 𝑉 (0)，𝑉 有界．由 (4.18)的形式得 𝑒, 𝑘̃1, 𝑘̃2, 𝜃 都有界，于是 𝑘̂1, 𝑘̂2, 𝜃 有界；由于 𝑢𝑐

有界，因此 𝑢有界；由于 𝑥ref 有界，因此 𝑥有界．

再求一次导有 ¥𝑉 = −2𝑎ref𝑒 ¤𝑒，将误差动力学 (4.17)代入， ¥𝑉 有界．

因此根据 Barbalat引理（3.29）， lim
𝑡→∞

¤𝑉 (𝑡) = 0，也即 lim
𝑡→∞

𝑒(𝑡) = 0．

问题 4.1 将 (4.14)改为
¤𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑢 + 𝜑(𝑥)𝜃

如何设计自适应控制律？

提示 考虑如下自适应律

𝑢 = 𝑘̂1(𝑡)𝑥 + 𝑘̂2(𝑡)𝑢𝑐 − 𝜑(𝑥)
𝜃 (𝑡)
𝑏̂(𝑡)

≜ 𝑘̂1(𝑡)𝑥 + 𝑘̂2(𝑡)𝑢𝑐 − 𝜑(𝑥)𝜃1(𝑡)

4.2.4 标量系统的非直接型MRAC设计

考虑如下一阶标量系统

¤𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑢 (4.19)

其中 𝑎, 𝑏为未知参数．

参考状态和参考模型定义如式 (4.4)．类似上面两节，理想情况下应有

𝑘∗1 =
−𝑎 − 𝑎ref

𝑏
, 𝑘∗2 =

𝑏ref

𝑏
(4.20)

采用下述控制律

𝑢 = 𝑘̂1(𝑡)𝑥 + 𝑘̂2(𝑡)𝑢𝑐 (4.21)

在 4.2.2小节所述的设计过程中，我们设计的自适应律直接更新 𝑘̂1(𝑡), 𝑘̂2(𝑡)．而在本小节的设
计中，我们利用 (4.20)陈述的理想对应关系，并将其中的未知参数 𝑎和 𝑏换成其估计，进而得

到 𝑘̂1(𝑡), 𝑘̂2(𝑡)如下
𝑘̂1(𝑡) =

−𝑎̂ − 𝑎ref

𝑏̂
, 𝑘̂2(𝑡) =

𝑏ref

𝑏̂

将其代入 (4.21)，即得
𝑢 =

1
𝑏̂
[−(𝑎̂ + 𝑎ref)𝑥 + 𝑏ref𝑢𝑐] (4.22)
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将 (4.22)代入 (4.19)有

¤𝑥 = (𝑎 − 𝑎̂ + 𝑎̂)𝑥 + (𝑏 − 𝑏̂ + 𝑏̂)𝑢

= −(𝑎̂ − 𝑎)𝑥 − (𝑏̂ − 𝑏)𝑢 + 𝑎̂𝑥 + 𝑏̂𝑢

= −(𝑎̂ − 𝑎)𝑥 − (𝑏̂ − 𝑏)𝑢 + 𝑎̂𝑥 + [−(𝑎̂ + 𝑎ref)𝑥 + 𝑏ref𝑢𝑐]

= −(𝑎̂ − 𝑎)𝑥 − (𝑏̂ − 𝑏)𝑢 − 𝑎ref𝑥 + 𝑏ref𝑢𝑐

令参数估计误差 𝑎̃ ≜ 𝑎̂ − 𝑎和 𝑏̃ ≜ 𝑏̂ − 𝑏，则上式写为

¤𝑥 = −𝑎̃𝑥 − 𝑏̃𝑢 − 𝑎ref𝑥 + 𝑏ref𝑢𝑐

仍定义 𝑒 = 𝑥 − 𝑥ref，于是误差动力学可写为

¤𝑒 = ¤𝑥 − ¤𝑥ref = −𝑎ref (𝑥 − 𝑥ref) − 𝑎̃𝑥 − 𝑏̃𝑢 = −𝑎ref𝑒 − 𝑎̃𝑥 − 𝑏̃𝑢 (4.23)

下面的目标是让各误差 𝑒, 𝑎̃, 𝑏̃收敛至 0，进而使 𝑥跟踪 𝑥ref．考虑下述候选 Lyapunov函数

𝑉 =
1
2
𝑒2 + 1

2𝛾1
𝑎̃2 + 1

2𝛾2
𝑏̃2

其中 𝛾1, 𝛾2 > 0．沿 (4.23)，求 𝑉 对时间的导数得

¤𝑉 = −𝑎ref𝑒
2 + 1

𝛾1
𝑎̃( ¤̂𝑎 − 𝛾1𝑒𝑥) +

1
𝛾2
𝑏̃( ¤̂𝑏 − 𝛾2𝑒𝑢)

如果选取
¤̂𝑎 = 𝛾1𝑒𝑥,

¤̂𝑏 = 𝛾2𝑒𝑢 (4.24)

我们可得
¤𝑉 = −𝑎ref𝑒

2 ≤ 0

则 𝑉 (𝑡) ≤ 𝑉 (0)，𝑉 有界．根据 𝑉 的形式得 𝑒, 𝑎̃, 𝑏̃ ∈ L∞．由于 𝑥ref ∈ L∞且 𝑎, 𝑏为常数，我们可

得 𝑥, 𝑎̂, 𝑏̂ ∈ L∞．对 𝑉 再求一次导得 ¥𝑉 = −2𝑎ref𝑒 ¤𝑒，则只要说明 ¤𝑒的有界性，即可用 Barbalat引
理．这其中只有 𝑢的有界性还无法保证．我们注意到，此时的 𝑢的形式不同于之前——在分母

上出现了 𝑏̂．为了说明 𝑢 的有界性（这也保证自适应律能够物理实现），我们需要对自适应律

作出适当修改，避免 𝑏̂(𝑡)越过 0．通过一些先验知识，这样的修改是可以完成的．

先验假设：sgn(𝑏) 和 |𝑏 |的容许下界 𝑏min > 0已知．

据此，我们将 (4.24)的第二式修改为

¤̂𝑏(𝑡) =

𝛾2𝑢𝑒 若 |𝑏̂ | > 𝑏min 或 |𝑏̂ | = 𝑏min 且 𝑢𝑒 sgn(𝑏) ≥ 0

0 其他
(4.25)

作出这种修正的动机，就是使 𝑏̂在其（绝对值）太小，且还欲继续减小时停止变化．

我们需要说明，形如 (4.25)的修正在确保 𝑏̂ 不越过允许边界的同时，还能保证系统稳定．

按照 (4.24)第一式， ¤𝑉 的第二项已消去，第一项已为半负定，则说明最后一项
1
𝛾2
𝑏̃( ¤̂𝑏 − 𝛾2𝑒𝑢) ≤ 0 (4.26)

即可．

我们只需检验 |𝑏̂ | = 𝑏min且 𝑢𝑒 sgn(𝑏) < 0的情况（另一种情况，上式一定为 0）．此时 ¤̂𝑏 = 0，
于是上式左侧等于 −𝑏̃𝑒𝑢 = −(𝑏̂ − 𝑏) · 𝑢𝑒．下面分情况讨论：
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若 sgn(𝑏) > 0，则 𝑢𝑒 < 0， 𝑏̂ = 𝑏min ≤ 𝑏，因此 𝑏̂ − 𝑏 ≤ 0，故 −𝑏̃𝑒𝑢 ≤ 0；
若 sgn(𝑏) < 0，则 𝑢𝑒 > 0， 𝑏̂ = −𝑏min ≥ 𝑏，因此 𝑏̂ − 𝑏 ≥ 0，故 −𝑏̃𝑒𝑢 ≤ 0．
于是，在修正 (4.25)下，(4.26)成立．则

¤𝑉 ≤ −𝑎ref𝑒
2 ≤ 0 (4.27)

同前可得 𝑒, 𝑎̃, 𝑏̃, 𝑥, 𝑎̂, 𝑏̂ ∈ L∞；根据修正可得 𝑢, ¤𝑒 ∈ L∞．但此时不能简单利用 Barbalat引理——
因为 ¤𝑉, ¥𝑉 的形式变了．解决方法是，对 (4.27)两边积分，有

𝑉 (𝑡) −𝑉 (0) ≤ −𝑎ref

ˆ 𝑡

0
𝑒2(𝜏) d𝜏 ≤ 0

⇒
ˆ 𝑡

0
𝑒2(𝜏) d𝜏 ≤ 1

𝑎ref
(𝑉 (0) −𝑉 (𝑡)) ≤ 1

𝑎ref
𝑉 (0)

则 𝑒(𝑡) ∈ L2．根据推论 3.34，则 lim
𝑡→∞

𝑒(𝑡) = 0．

表 4.3: 标量系统的非直接型MRAC设计汇总

开环被控对象 ¤𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑢，{𝑎, 𝑏}未知，但 sgn(𝑏)已知

参考模型 ¤𝑥ref = −𝑎ref𝑥 + 𝑏ref𝑢𝑐, 𝑎ref > 0

跟踪误差 𝑒 = 𝑥 − 𝑥ref

控制输入 𝑢 = 1
𝑏̂
[(−𝑎̂ − 𝑎ref)𝑥 + 𝑏ref𝑢𝑐]

非直接型MRAC控制律 ¤̂𝑎 = 𝛾1𝑒𝑥

¤̂𝑏(𝑡) =

𝛾2𝑢𝑒 若 |𝑏̂ | > 𝑏min 或 |𝑏̂ | = 𝑏min 且 𝑢𝑒 sgn(𝑏) ≥ 0

0 其他

4.3 多输入多输出（MIMO）系统的模型参考自适应控制

考虑下述线性系统

¤𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵Λ𝑢 (4.28)

其中 𝑥 ∈ R𝑛是系统的状态，𝑢 ∈ R𝑚是控制输入，𝐵 ∈ R𝑛×𝑚是已知的控制矩阵，而 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛,Λ ∈
R𝑚×𝑚 是未知的常值矩阵．又假设 Λ是对角阵，且对角线上均为正数，且 (𝐴, 𝐵Λ) 可控．Λ是

不确定的，这是用于刻画控制失效或建模不准确，意即控制增益可能不确定，或是设计者估计

的系统控制效果可能是不准确的．

控制目标是：设计 𝑢，使得闭环系统的所有信号都有界，且 𝑥能够跟踪下述参考模型的参

考状态 𝑥ref：

¤𝑥ref = 𝐴ref𝑥ref + 𝐵ref𝑢𝑐 (4.29)

其中 𝐴ref ∈ R𝑛×𝑛 是 Hurwitz的，𝐵ref ∈ R𝑛×𝑚， 𝑢𝑐 ∈ R𝑚是有界的（虚拟）输入指令．

首先推导理想情形．若 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 与 Λ ∈ R𝑚×𝑚已知，我们可选用如下控制律

𝑢 = 𝐾∗
1𝑥 + 𝐾∗

2𝑢𝑐
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其中 𝐾∗
1 ∈ R𝑚×𝑛, 𝐾∗

2 ∈ R𝑚×𝑚，将上式代入 (4.28)可得

¤𝑥 = (𝐴 + 𝐵Λ𝐾∗
1)𝑥 + 𝐵Λ𝐾∗

2𝑢𝑐

与理想情形对比可知 {
𝐴 + 𝐵Λ𝐾∗

1 = 𝐴ref

𝐵Λ𝐾∗
2 = 𝐵ref

(4.30)

上式称为匹配条件（matching conditions）．我们应注意，一般地，无法保证满足 (4.30)的理想
增益阵 𝐾∗

1 , 𝐾
∗
2 存在．不过，在实际应用中，如果 𝐴, 𝐵的结构已知，可以设计 𝐴ref , 𝐵ref 以保证

(4.30)有解．

下面假设满足 (4.30)的 𝐾∗
1 , 𝐾

∗
2 存在（there is sufficient structure flexibility to meet the control

objective）．由于 Λ未知，我们提出以下含可变矩阵参数的控制律

𝑢 = 𝐾̂1(𝑡)𝑥 + 𝐾̂2(𝑡)𝑢𝑐
代入 (4.28)可得

¤𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵Λ(𝐾̂1(𝑡)𝑥 + 𝐾̂2(𝑡)𝑢𝑐) + 𝐴ref𝑥 + 𝐵ref𝑢𝑐 − 𝐴ref𝑥 − 𝐵ref𝑢𝑐︸                                  ︷︷                                  ︸
增减期望形式

= 𝐴ref𝑥 + 𝐵ref𝑢𝑐 + (𝐴 + 𝐵Λ𝐾̂1(𝑡) − 𝐴ref)𝑥 + (𝐵Λ𝐾̂2(𝑡) − 𝐵ref)𝑢𝑐
= 𝐴ref𝑥 + 𝐵ref𝑢𝑐 + (𝐵Λ𝐾̂1(𝑡) − 𝐵Λ𝐾∗

1)𝑥 + (𝐵Λ𝐾̂2(𝑡) − 𝐵Λ𝐾∗
2)𝑢𝑐 (4.31)

第三行是将 (4.30)代入．记参数估计误差 𝐾̃1 ≜ 𝐾̂1−𝐾∗
1 , 𝐾̃2 ≜ 𝐾̂2−𝐾∗

2，则

¤𝑥 = 𝐴ref𝑥 + 𝐵ref𝑢𝑐 + 𝐵Λ𝐾̃1𝑥 + 𝐵Λ𝐾̃2𝑢𝑐

定义跟踪误差 𝑒 ≜ 𝑥 − 𝑥ref．根据 (4.29)和 (4.31)，写出误差动力学

¤𝑒 = 𝐴ref𝑒 + 𝐵Λ𝐾̃1𝑥 + 𝐵Λ𝐾̃2𝑢𝑐 (4.32)

类比之前的构造，考虑如下“形式上的”Lyapunov函数

𝑉 =
1
2
𝑒2 + 1

2
𝐾̃2

1 +
1
2
𝐾̃2

2

由于其中的 𝑒, 𝐾̃1, 𝐾̃2 都是向量或矩阵，而 Lyapunov函数输出是标量，上式要做相应的修改．

首先，将 1
2𝑒

2 换成 1
2𝑒

T𝑒．求其导数得

𝑒T ¤𝑒 = 𝑒T𝐴ref𝑒 + . . .

省略的项待与后面的项合并．仅考察第一项，我们发现由于 𝐴ref 未必负定，则第一项并不保证

为负定．后续若要类似之前思路保留该项则不可行．考虑重新设计此项为

𝑒T𝑃𝑒

其中 𝑃为正定阵．则此项导数是

𝑒T𝑃 ¤𝑒 + ¤𝑒T𝑃𝑒 = 𝑒T(𝐴T
ref𝑃 + 𝑃𝐴ref)𝑒 + . . .

由于 𝐴ref 是 Hurwitz的，根据定理 2.39，我们可知对任意正定矩阵 𝑄 ∈ R𝑛×𝑛，都存在唯一正定

阵 𝑃 ∈ R𝑛×𝑛 使得

𝐴T
ref𝑃 + 𝑃𝐴ref = −𝑄 < 0
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则第一项必为负定．

然后，将 𝐾̃2
1 换为

tr(𝐾̃T
1 𝐾̃1)

由 2.12，𝐾̃T
1 𝐾̃1是半正定的，进而由 2.9，其特征值全为非负，则其迹一定非负，则上式是半正

定的．

下面说明 tr(𝐾̃T
1 𝐾̃1) = 0 ⇐⇒ 𝐾̃1 = 0．仅证“ =⇒”情形．由于 𝐾̃T

1 𝐾̃1特征值非负，所以迹

为 0就表明所有特征值均为 0．则由 2.11，存在正交矩阵 𝑆使得 𝑆−1𝐾̃T
1 𝐾̃1𝑆 = 0．则 𝐾̃T

1 𝐾̃1 = 0．
因此对于所有 𝑥 ∈ R𝑛 均有 𝑥T𝐾̃T

1 𝐾̃1𝑥 = 0，因此 𝐾̃1𝑥 = 0，则 𝐾̃1 = 0．因此，tr(𝐾̃T
1 𝐾̃1)正定．

类似将 𝐾̃2
2 换为 tr(𝐾̃T

2 𝐾̃2)．于是考虑如下候选 Lyapunov函数

𝑉 = 𝑒T𝑃𝑒 + tr(𝐾̃T
1 𝐾̃1) + tr(𝐾̃T

2 𝐾̃2) (4.33)

求其导数得（注意 ¤̃𝐾1 =
¤̂𝐾1， ¤̃𝐾2 =

¤̂𝐾2）

¤𝑉 = 𝑒T𝑃 ¤𝑒 + ¤𝑒T𝑃𝑒 + 2 tr{𝐾̃T
1
¤̂𝐾1} + 2 tr{𝐾̃T

2
¤̂𝐾2}

= 𝑒T𝑃(𝐴ref𝑒 + 𝐵Λ𝐾̃1𝑥 + 𝐵Λ𝐾̃2𝑢𝑐) + (𝐴ref𝑒 + 𝐵Λ𝐾̃1𝑥 + 𝐵Λ𝐾̃2𝑢𝑐)T𝑃𝑒

+ 2 tr{𝐾̃T
1
¤̂𝐾1} + 2 tr{𝐾̃T

2
¤̂𝐾2}

= 𝑒T(𝐴T
ref𝑃 + 𝑃𝐴ref)𝑒 + 𝑒T𝑃𝐵Λ𝐾̃1𝑥 + (𝐵Λ𝐾̃1𝑥)T𝑃𝑒 + 𝑒T𝑃𝐵Λ𝐾̃2𝑢𝑐

+ (𝐵Λ𝐾̃2𝑢𝑐)T𝑃𝑒 + 2 tr{𝐾̃T
1
¤̂𝐾1} + 2 tr{𝐾̃T

2
¤̂𝐾2}

利用 𝑒T𝑃𝐵Λ𝐾̃1𝑥为标量且 𝑃为对称，有

𝑒T𝑃𝐵Λ𝐾̃1𝑥 = (𝑒T𝑃𝐵Λ𝐾̃1𝑥)T = (𝐵Λ𝐾̃1𝑥)T𝑃T(𝑒T)T = (𝐵Λ𝐾̃1𝑥)T𝑃𝑒

类似处理 𝑒T𝑃𝐵Λ𝐾̃2𝑢𝑐．则

¤𝑉 = 𝑒T(𝐴T
ref𝑃 + 𝑃𝐴ref)𝑒 + 2𝑒T𝑃𝐵Λ𝐾̃1𝑥 + 2𝑒T𝑃𝐵Λ𝐾̃2𝑢𝑐 + 2 tr{𝐾̃T

1
¤̂𝐾1} + 2 tr{𝐾̃T

2
¤̂𝐾2}

= −𝑒T𝑄𝑒 + 2 tr{𝐾̃T
1 Λ𝐵

T𝑃𝑒𝑥T} + 2 tr{𝐾̃T
2 Λ𝐵

T𝑃𝑒𝑢T
𝑐 } + 2 tr{𝐾̃T

1
¤̂𝐾1} + 2 tr{𝐾̃T

2
¤̂𝐾2} (4.34)

其中第二行我们用到了

𝑒T𝑃𝐵Λ𝐾̃1𝑥 = tr(𝑒T𝑃𝐵Λ𝐾̃1𝑥) （标量）

= tr(𝑥𝑒T𝑃𝐵Λ𝐾̃1) （ tr(𝐴𝐵) = tr(𝐵𝐴)）

= tr(𝐾̃T
1 Λ𝐵

T𝑃𝑒𝑥T) （ tr(𝐴T) = tr(𝐴),Λ, 𝑃对称）

(4.35)

对含 𝑢𝑐 项的处理类似．尝试选取

¤̂𝐾1 = −Λ𝐵T𝑃𝑒𝑥T, ¤̂𝐾2 = −Λ𝐵T𝑃𝑒𝑢T
𝑐

以消去 (4.34)最后四项．然而，Λ未知．因此，该设计是不可行的．

将 (4.33)修改为
𝑉 = 𝑒T𝑃𝑒 + tr(𝐾̃T

1 Λ𝐾̃1) + tr(𝐾̃T
2 Λ𝐾̃2) (4.36)

由于 Λ正定，所以上述第二、三项的正定性不变（提示：如第二项，可拆分为 𝐾̃T
1 Λ

1
2 Λ

1
2 𝐾̃1）．因

此，该修改是可行的．
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此时 (4.34)变为

¤𝑉 = −𝑒T𝑄𝑒 + 2 tr{𝐾̃T
1 Λ𝐵

T𝑃𝑒𝑥T} + 2 tr{𝐾̃T
2 Λ𝐵

T𝑃𝑒𝑢T
𝑐 } + 2 tr{𝐾̃T

1 Λ
¤̂𝐾1} + 2 tr{𝐾̃T

2 Λ
¤̂𝐾2}

于是我们可选取
¤̂𝐾1 = −𝐵T𝑃𝑒𝑥T, ¤̂𝐾2 = −𝐵T𝑃𝑒𝑢T

𝑐

这样就有
¤𝑉 = −𝑒T𝑄𝑒 ≤ 0

于是 𝑉 (𝑡) ≤ 𝑉 (0)，𝑉 有界，由 (4.36)的形式可知 𝑒, 𝐾̃1, 𝐾̃2 ∈ L∞．由于 𝑢𝑐有界且 𝐴ref 是 Hurwitz
的，所以 𝑥ref ∈ L∞．又知 𝑥 = 𝑒 + 𝑥ref，所以 𝑥 ∈ L∞．根据 (4.32)， ¤𝑒 ∈ L∞．对 𝑉 再求一阶导数，

有
¥𝑉 = −2𝑒T𝑄 ¤𝑒 ∈ L∞

用 Barbalat引理（3.29），有 lim
𝑡→∞

¤𝑉 = 0，也即 lim
𝑡→∞

𝑒(𝑡) = 0．

表 4.4: MIMO系统的直接型MRAC设计汇总

开环被控对象 ¤𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵Λ𝑢．其中 (𝐴, 𝐵Λ)能控，𝐴,Λ未知，𝐵已知，Λ为对
角阵且对角线元素全为正

参考模型 ¤𝑥ref = 𝐴ref𝑥ref + 𝐵ref𝑢𝑐，其中 𝐴ref 是 Hurwitz的

跟踪误差 𝑒 ≜ 𝑥 − 𝑥ref

控制输入 𝑢 = 𝐾̂1(𝑡)𝑥 + 𝐾̂2(𝑡)𝑢𝑐

直接型MRAC控制律 ¤̂𝐾1 = −𝐵T𝑃𝑒𝑥T, ¤̂𝐾2 = −𝐵T𝑃𝑒𝑢T
𝑐，𝑃为正定阵

问题 4.2 Λ对角线元素全为负？

提示 (4.36)第二项改为 tr{𝐾̃T
1 (−Λ)𝐾̃1}，第三项类似．

问题 4.3 Λ对角线上的元素有些为正、有些为负？

提示 选取

𝑉 = 𝑒T𝑃𝑒 + tr{𝐾̃T
1 |Λ|𝐾̃1} + tr{𝐾̃T

2 |Λ|𝐾̃2}

则可得
¤̂𝐾1 = − sgn(Λ)𝐵T𝑃𝑒𝑥T, ¤̂𝐾2 = − sgn(Λ)𝐵T𝑃𝑒𝑢T

𝑐

其中 |Λ| ≜ Λ sgn(Λ), sgn(Λ) ≜ diag{sgn(𝜆𝑖)}．

问题 4.4 系统方程变为

¤𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵Λ(𝑢 + ΘΦ(𝑥)) (4.37)

其中 Θ ∈ R𝑚×𝑛,Φ(𝑥) ∈ R𝑛×1，Θ未知，Φ已知且有界．

提示 设计控制律

𝑢 = 𝐾̂1(𝑡)𝑥 + 𝐾̂2(𝑡)𝑢𝑐 − Θ̂Φ(𝑥)
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问题 4.5 系统方程变为

¤𝑥𝑝 = 𝐴𝑝𝑥 + 𝐵𝑝Λ(𝑢 + ΘΦ(𝑥𝑝))

𝑦 = 𝐶𝑝𝑥𝑝

新增的 𝐶𝑝 是已知的．目标是使 𝑦跟踪时变的 𝑦cmd(𝑡)．
提示 见前言中参考文献 5的第 10章．

4.4 无参考模型的自适应控制设计

考虑一阶标量系统

¤𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑢， (4.38)

其中 𝑎和 𝑏都是未知常数且 𝑏 ≠ 0．
我们的控制目标是，设计 𝑢以镇定系统，即使得 lim

𝑡→∞
𝑥(𝑡) = 0．

如果 𝑎和 𝑏都已知，那么可以采用控制输入

𝑢 = 𝑘∗𝑥

（其中 𝑎 + 𝑏𝑘∗ = 𝑎0 < 0）以使 lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 0．由于 𝑘∗未知，我们设计带有时变增益的控制输入

𝑢 = 𝑘̂ (𝑡)𝑥．

则闭环系统为

¤𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑘̂ (𝑡)𝑥 + 𝑎0𝑥 − (𝑎 + 𝑏𝑘∗)𝑥

= 𝑎0𝑥 + 𝑏( 𝑘̂ (𝑡) − 𝑘∗)𝑥

= 𝑎0𝑥 + 𝑏𝑘̃ (𝑡)𝑥，

其中 𝑘̃ (𝑡) = 𝑘̂ (𝑡) − 𝑘∗．考虑候选 Lyapunov函数

𝑉 =
1
2
𝑥2 + |𝑏 |

2𝛾
𝑘̃2．

求其沿系统轨线的导数得

¤𝑉 = 𝑥 ¤𝑥 + |𝑏 |
𝛾
𝑘̃ ¤̂𝑘

= 𝑎0𝑥
2 + 𝑏𝑘̃ (𝑡)𝑥2 + |𝑏 |

𝛾
𝑘̃ ¤̂𝑘

= 𝑎0𝑥
2 + |𝑏 |

𝛾
𝑘̃ ( ¤̂𝑘 + 𝛾 sgn(𝑏)𝑥2)．

则设计 ¤̂𝑘 = −𝛾 sgn(𝑏)𝑥2，即可使得 ¤𝑉 = −𝑎0𝑥
2 ≤ 0．

上述设计假设了 sgn(𝑏)已知．而如果 𝑏的符号未知，可以采用由 Nussbaum提出的控制器
结构：

𝑢 = N(𝑘)𝑥

N(𝑘) = 𝑘2 cos 𝑘
¤𝑘 = 𝑥2．
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�
注记 其中的 N(𝑘) = 𝑘2 cos 𝑘 被称为 Nussbaum增益．其满足如下性质：

lim
𝑠→∞

sup
1
𝑠

ˆ 𝑠

0
N(𝜏) d𝜏 = +∞，

lim
𝑠→∞

inf
1
𝑠

ˆ 𝑠

0
N(𝜏) d𝜏 = −∞．

随 𝑘 → ∞，N(𝑘)的符号会改变无穷多次．N(𝑘)还可取为性质类似的 𝑘2 sin 𝑘 和 e𝑘2 sin 𝑘 等．
采用上述控制器结构后，闭环系统变为：

¤𝑥 = (𝑎 + 𝑏N(𝑘))𝑥

= (𝑎 + 𝑏𝑘2 cos 𝑘)𝑥． (4.39)

从而我们可以得到
d(𝑥2)
d𝑘

=
d(𝑥2)

d𝑡
d𝑡
d𝑘

= 2𝑥 · ¤𝑥 · 1
¤𝑘

= 2𝑥(𝑎 + 𝑏𝑘2 cos 𝑘) · 𝑥 · 1
𝑥2

= 2(𝑎 + 𝑏𝑘2 cos 𝑘) (4.40)

对 (4.40)两边从 𝑘 (𝑡0)到 𝑘 (𝑡) 积分得到

𝑥2(𝑘 (𝑡)) − 𝑥2 (𝑘 (𝑡0)) = 2
ˆ 𝑘 (𝑡 )

𝑘 (𝑡0 )
(𝑎 + 𝑏𝜏2 cos 𝜏) d𝜏．

整理得到：

𝑥2 (𝑘 (𝑡)) = 𝑥2(𝑘 (𝑡0)) + 2𝜑
(
𝑘 (𝑡)

)
− 2𝜑

(
𝑘 (𝑡0)

)
， (4.41)

其中（利用分部积分法）

𝜑
(
𝑘 (𝑡)

)
= 𝑎𝑘 (𝑡) + 𝑏

(
𝑘2(𝑡) sin 𝑘 (𝑡) + 2𝑘 (𝑡) cos 𝑘 (𝑡) − 2 sin 𝑘 (𝑡)

)
． (4.42)

注意到，𝑘 (𝑡)是单调不减的．那么，𝑘 (𝑡)要么会趋于有限值，要么无界．先假设 𝑘 (𝑡)无界，那么
𝜑
(
𝑘 (𝑡)

)
将由 𝑏𝑘2(𝑡) sin 𝑘 (𝑡) 这一项主导，这就会带来很大的负值（无论 𝑏 是正是负），从而导

致 (4.41)的右侧是负的——显然，这和该式左侧 𝑥2 (𝑘 (𝑡)) ≥ 0是矛盾的．因此，𝑘 (𝑡)必须是有界
的．那么，由 (4.41)可得 𝑥 ∈ L∞，由 (4.39)可得 ¤𝑥 ∈ L∞．由 ¤𝑘 = 𝑥2得

´ 𝑡

0 𝑥
2(𝜏) d𝜏 = 𝑘 (𝑡) − 𝑘 (0)，

因此可得 𝑥 ∈ L2．根据引理 3.34，可得 lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 0．

4.5 鲁棒自适应控制（Robust adaptive control）

4.5.1 引入：参数漂移

考虑下述标量系统

¤𝑥 = 𝑢 + 𝜑(𝑥)𝜃 + 𝑑 (𝑡) (4.43)

其中 𝑥 为状态，𝑢为控制输入，𝜑是连续且已知的函数，𝜃 是未知常数，且 𝑑 (𝑡) 是有界且时变
的扰动，满足 |𝑑 (𝑡) | ≤ 𝑑max．
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我们的控制目标是，设计 𝑢，使得闭环系统的所有信号都有界，且 𝑥趋近于原点或原点的

一小邻域．

当 𝑑 (𝑡) ≡ 0时，应用 4.2节的设计方法，采用下述自适应律

𝑢 = −𝜑(𝑥)𝜃 (𝑡) − 𝑘𝑥

于是闭环系统动力学

¤𝑥 = −𝑘𝑥 − 𝜑(𝑥)𝜃

其中 𝜃 ≜ 𝜃 − 𝜃．

考虑如下候选 Lyapunov函数

𝑉 =
1
2
𝑥2 + 1

2𝛾
𝜃2, 𝛾 > 0 (4.44)

求其导数得

¤𝑉 = 𝑥 · ¤𝑥 + 1
𝛾
𝜃 ¤̂𝜃 = −𝑘𝑥2 + 1

𝛾
𝜃 ( ¤̂𝜃 − 𝛾𝑥𝜑(𝑥)) (4.45)

则设计
¤̂𝜃 = 𝛾𝑥𝜑(𝑥) (4.46)

即可使得 ¤𝑉 = −𝑘𝑥2 半负定，之后的分析类似 4.2各小节．

然而，当 𝑑 (𝑡) ≠ 0时，闭环系统动力学

¤𝑥 = −𝑘𝑥 − 𝜑(𝑥)𝜃 + 𝑑 (𝑡)

如果仍采用上述自适应律和候选 Lyapunov函数，得到 𝑉 的导数是

¤𝑉 = −𝑘𝑥2 + 𝑥𝑑 (𝑡) ≤ −𝑘𝑥2 + 𝑑max |𝑥 | = −𝑘 |𝑥 |
(
|𝑥 | − 𝑑max

𝑘

)
则在下述集合

𝐸 =

{
(𝑥, 𝜃) : ‖𝑥‖ ≤ 𝑑max

𝑘
≜ 𝑒0

}
(4.47)

之外，才有 ¤𝑉 < 0，而在该集合之内，¤𝑉 可能为正，因此，参数估计误差 |𝜃 (𝑡) |可能自由增长而
最终变为无界．这种现象被称为参数漂移（parameter drift），是由干扰 𝑑 (𝑡) 而产生的，这表
明我们所提出的自适应律不具有抗干扰能力，即不是鲁棒的．

4.48 例：扰动衰减但参数估计发散

假设 𝜃 = 𝑘 = 𝛾 = 1, 𝜑(𝑥) = 𝑥．则 (4.43)和 (4.46)变为
¤𝑥 = −𝑥𝜃 + 𝑑 (𝑡)
¤̂𝜃 = 𝑥2

若 𝑥 = (1+ 𝑡)− 2
5，此时 (4.46)成为 ¤̂𝜃 = 𝑥2 = (1+ 𝑡)− 4

5，积分得 𝜃 (𝑡) = 5(1+ 𝑡) 1
5 , 𝜃 (0) = 5．则

𝑥𝜃 (𝑡) = 5(1+ 𝑡)− 1
5．对 𝑥求导得 ¤𝑥 = − 2

5 (1+ 𝑡)−
7
5，因此 𝑑 (𝑡) = ¤𝑥 + 𝑥𝜃 = 5(1+ 𝑡)− 1

5 − 2
5 (1+ 𝑡)−

7
5．

可见，随 𝑡 → ∞，上述 𝑑 (𝑡)收敛（意即扰动收敛），并且 𝑥收敛，然而，𝜃 是发散的！
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4.5.2 死区修正（Dead-Zone Modification）

为了提升鲁棒性，我们考虑下述死区修正自适应律

¤̂𝜃 =
{
𝛾𝑥𝜑(𝑥), 若‖𝑥‖ ≥ 𝑒0 + 𝛿

0, 若‖𝑥‖ < 𝑒0 + 𝛿

定义 Ω1 = {𝑡 : ‖𝑥(𝑡)‖ < 𝑒0 + 𝛿},Ω2 = {𝑡 : ‖𝑥(𝑡)‖ ≥ 𝑒0 + 𝛿}．考虑(4.44)和 (4.45)．

首先，当 𝑡 ∈ Ω2，有 ¤𝑉 ≤ −𝑘 (𝑒0 + 𝛿)𝛿 ≜ −𝑐 < 0；然后考虑，若轨迹起始时刻 𝑡0 ∈ Ω1，并

且轨迹在 𝑡1时刻到达边界 𝑒0 + 𝛿，且在 (𝑡1, 𝑡2) ∈ Ω2处于 𝑒0 + 𝛿之右侧（越过边界），则有（注
意，(𝑡0, 𝑡1) 这段时间内 𝜃 不变；(𝑡1, 𝑡2)这段时间内 𝑉 衰减）

𝑉 (𝑡1) =
1
2
(𝑒0 + 𝛿)2 + 1

2𝛾
𝜃2(𝑡0)

𝑉 (𝑡2) =
1
2
(𝑒0 + 𝛿)2 + 1

2𝛾
𝜃2(𝑡2) < 𝑉 (𝑡1)

我们可推断出，‖𝜃 (𝑡)‖在每个到达边界的时刻 𝑡1, 𝑡2, . . .总是单调递减的，因此 ‖𝜃 (𝑡)‖是有
界的，并且随时间增长一定有 ‖𝑥‖ ≤ 𝑒0 + 𝛿．
从上面的内容中，不难看出，死区修正简单且有效，保证了参数的收敛．但是，死区修正

还存在两个问题．一是，需要假设扰动的上界是先验已知的．二是，在无扰动的情形下并不能

得到跟踪误差的渐近稳定性；换言之，鲁棒性的实现是以破坏自适应律的一些理想特性为代价

的．关于后者，具体来说就是，我们只能确保跟踪误差进入死区（‖𝑥‖ ≤ 𝑒0 + 𝛿），即使在无扰
动的情形下也是如此，而不能像在无扰动且无死区（不存在形如 (4.47)的集合，并能采用控制
律 (4.46)）的情形下那样得到渐近稳定性．

4.5.3 𝜎-修正（𝜎-Modification）

由 Ioannou和 Kokotovic提出的 𝜎-修正无需扰动上界的先验信息．其形式如下
¤̂𝜃 = 𝛾(𝑥𝜑(𝑥) − 𝜎𝜃) (4.49)

本质上，这种修正是向理想的自适应律上增加了一个阻尼项．动机就是阻碍参数漂移带来

的影响．

在这种修正下，𝑉 (𝑡) 随时间，沿系统的导数是

¤𝑉 = −𝑘𝑥2 − 𝑥𝜑(𝑥)𝜃 + 𝑥𝑑 (𝑡) + 1
𝛾
𝜃 ¤̂𝜃

= −𝑘𝑥2 − 𝑥𝜑(𝑥)𝜃 + 𝑥𝑑 (𝑡) + 𝜃𝑥𝜑(𝑥) − 𝜎𝜃𝜃

= −𝑘𝑥2 + 𝑥𝑑 (𝑡) − 𝜎𝜃𝜃

下面我们证明，上述 ¤𝑉 具有如下形式（可联想 3.6节）

¤𝑉 ≤ −𝛽𝑉 + 𝑐
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注意到

𝑥𝑑 (𝑡) ≤ 𝑑max‖𝑥‖ ≤
𝑘

2
‖𝑥‖2 + 1

2𝑘
𝑑2

max (4.50)

并且

−𝜎𝜃𝜃 = −𝜎𝜃 (𝜃 + 𝜃) ≤ −𝜎𝜃2 + 𝜎
(
𝜃2

2
+ 𝜃2

2

)
= −𝜎𝜃

2

2
+ 𝜎𝜃

2

2
(4.51)

上面两个式子都运用了基本不等式

𝑎𝑏 ≤ 𝑘𝑎2

2
+ 𝑏2

2𝑘
将 (4.50)和 (4.51)代入 ¤𝑉 的表达式得到

¤𝑉 ≤ −𝑘𝑥2 + 𝑘

2
𝑥2 + 𝑑2

max

2𝑘
− 𝜎𝜃

2

2
+ 𝜎𝜃

2

2

= − 𝑘
2
𝑥2 + 𝑑2

max

2𝑘
− 𝜎𝜃

2

2
+ 𝜎𝜃

2

2

= − 𝑘
2
𝑥2 − 𝜎𝛾 𝜃

2

2𝛾
+ 𝑑2

max

2𝑘
+ 𝜎𝜃

2

2

≤ −min{𝑘, 𝜎𝛾}𝑉 + 𝑑2
max

2𝑘
+ 𝜎𝜃

2

2
令

𝛽 = min{𝑘, 𝜎𝛾}, 𝑐 = 𝑑2
max

2𝑘
+ 𝜎𝜃

2

2
上式就化成了我们期望的 ¤𝑉 + 𝛽𝑉 ≤ 𝑐．
又注意到

d
d𝑡
(e𝛽𝑡𝑉) = e𝛽𝑡 𝛽𝑉 + e𝛽𝑡 ¤𝑉 = e𝛽𝑡 ( ¤𝑉 + 𝛽𝑉)

结合上述形式可知
d
d𝑡
(e𝛽𝑡𝑉) ≤ 𝑐(e𝛽𝑡 )

两边积分即得

(e𝛽𝜏𝑉 (𝜏)) |𝑡0 ≤ 𝑐
ˆ 𝑡

0
e𝛽𝜏 d𝜏

故

𝑉 (𝑡) ≤ e−𝛽𝑡𝑉 (0) + 𝑐

𝛽
(1 − e−𝛽𝑡 )

系统一致最终有界（UUB）．由上式可见，为了使 𝑉 收敛迅速且接近于 0，我们欲使 𝛽较大且

𝑐较小．对于前者，结合 𝛽的表达式，可取 𝑘, 𝜎𝛾都较大；对于后者，结合 𝑐的表达式，可取

𝑘 较大且 𝜎较小．

综合考虑，应该使 𝑘 较大，𝜎较小，𝛾大得多．

4.5.4 𝑒-修正（𝑒-Modification）

应用 𝜎-修正会带来性能上的一些缺陷．当跟踪误差变得比较小时，自适应律的动力学
(4.49)近似为 ¤̂𝜃 = −𝛾𝜎𝜃)．因此，对于较小的跟踪误差，自适应参数 𝜃有返回到原点的趋势，也

就是说，参数会将原来用以减小跟踪误差的增益值“清除”掉．
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为了克服这些不符合期望的影响，Narendra和 Annaswamy提出了 𝑒-修正．其主要思路是，
将 (4.49) 中恒定的阻尼增益 𝜎 修正为与跟踪误差成比例．具体来说，对于系统 (4.43)，可将
(4.49)改为

¤̂𝜃 = 𝛾
(
𝑥𝜑(𝑥) − 𝜎‖𝑥‖𝜃

)
．

讲义上无具体推导，待补充．

4.5.5 自适应 𝜎-修正（Adaptive 𝜎-Modification）

正如在上一小节所提到的，𝜎-修正可能会使自适应参数“有返回到原点的趋势”．而我们
实际上希望自适应参数趋于真实参数 𝜃．如果自适应参数的动力学为

¤̂𝜃 = 𝛾
(
𝑥𝜑(𝑥) − 𝜎

(
𝜃 − 𝜃

) )
就好了．但是，参数的真值是未知的（如果已知的话，也不必如此折腾了）．于是，不妨沿用

自适应控制的思路，对真值进行估计，得到如下自适应律
¤̂𝜃 = 𝛾

(
𝑥𝜑(𝑥) − 𝜎

(
𝜃 − 𝜃1

) )
¤̂𝜃1 = 𝛿

(
𝜃 − 𝜃1

)
, 𝛿 > 0．

讲义上无具体推导，待补充．

4.5.6 推广至多输入多输出（MIMO）系统与时变参数情形

关于各种鲁棒自适应控制方法，我们前面只讨论了标量系统（以系统 (4.43)为例）．实际
上，上述内容可以轻松推广至MIMO系统．只是在相应的 Lyapunov分析中，需要将原来的标
量相乘视情况改写为二次型或者改写为矩阵乘积的迹．

具体而言，我们可以考虑下述系统

¤𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵Λ
(
𝑢 + ΘTΦ(𝑥)

)
+ 𝑑 (𝑡)， (4.52)

其中 𝑥 ∈ R𝑛，控制输入 𝑢 ∈ R𝑚，𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 和 𝐵 ∈ R𝑛×𝑚已知，未知的常值矩阵 Λ ∈ R𝑚×𝑚是对

角正定阵，Φ(𝑥) ∈ R𝑛 是连续且已知的函数，未知常值参数 Θ ∈ R𝑛×𝑚，𝑑 (𝑡) ∈ R𝑛 是有界且时

变的扰动（‖𝑑 (𝑡)‖ ≤ 𝑑max）．

下表 4.5来自前言中参考文献 5的表 11.1（略有修改），具体推导见附录 B．
至此，我们只讨论了常值参数自适应控制．下面我们简单讨论一下时变参数自适应控制．

为简化讨论，我们仍以标量系统为例．考虑如下系统：

¤𝑥 = 𝑢 + 𝜑(𝑥)𝜃 (𝑡)， (4.53)

其中 𝑥为状态，𝑢为控制输入，𝜙是已知的连续函数，𝜃 (𝑡)为时变未知参数．我们采用控制输入

𝑢 = −𝑘𝑥 − 𝜑(𝑥)𝜃，

其中 𝜃 的动力学方程随后给出．于是闭环系统动力学方程为

¤𝑥 = −𝑘𝑥 − 𝜑(𝑥)𝜃，

其中 𝜃 ≜ 𝜃 − 𝜃 (𝑡)（由此， ¤̃𝜃 = ¤̂𝜃 − ¤𝜃）．
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表 4.5: MIMO系统的鲁棒MRAC设计

开环被控对象 ¤𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵Λ
(
𝑢 + ΘTΦ(𝑥)

)
+ 𝑑 (𝑡)

参考模型 ¤𝑥ref = 𝐴ref𝑥 + 𝐵ref𝑢𝑐，其中 𝐴ref 是 Hurwitz的．

跟踪误差 𝑒 = 𝑥 − 𝑥ref

Lyapunov方程 𝑃𝐴ref + 𝐴T
ref𝑃 = −𝑄 < 0

控制输入 𝑢 = −Θ̂TΦ(𝑥)

死区修正 ¤̂Θ = ΓΘΦ(𝑥)𝜇 (‖𝑒‖) 𝑒T𝑃𝐵, 𝜇 (‖𝑒‖) = max
(
0,min

(
1, ‖𝑒‖−𝛿𝑒0

(1−𝛿 )𝑒0

))
或

¤̂Θ =


ΓΘΦ(𝑥)𝑒T𝑃𝐵, 若‖𝑒‖ ≥ 𝑒0 + 𝛿

0, 若‖𝑒‖ < 𝑒0 + 𝛿

𝜎-修正 ¤̂Θ = ΓΘΦ(𝑥)
(
𝑒T𝑃𝐵 − 𝜎Θ̂

)
𝑒-修正 ¤̂Θ = ΓΘΦ(𝑥)

(
𝑒T𝑃𝐵 − 𝜎‖𝑒T𝑃𝐵‖Θ̂

)

考虑如下候选 Lyapunov函数

𝑉 =
1
2
𝑥2 + 1

2𝛾
(
𝜃 − 𝜃 (𝑡)

)2
, 𝛾 > 0，

其沿系统轨线的函数为

¤𝑉 = 𝑥 · ¤𝑥 + 1
𝛾
𝜃
( ¤̂𝜃 − ¤𝜃

)
= −𝑘𝑥2 − 𝜑(𝑥)𝑥𝜃 + 1

𝛾
𝜃 ¤̂𝜃 − 1

𝛾
𝜃 ¤𝜃．

𝜃 的动力学方程采用 𝜎-修正，即式 (4.49)．于是，

¤𝑉 = −𝑘𝑥2 − 𝜎𝜃𝜃 − 1
𝛾
𝜃 ¤𝜃，

其中右侧的

−𝜎𝜃𝜃 ≤ −𝜎
2
𝜃2 + 𝜎

2
𝜃2,

− 1
𝛾
𝜃 ¤𝜃 ≤ 𝑚

𝛾
𝜃 ≤ 𝜎

4
𝜃2 + 1

𝜎

𝑚2

𝛾2，

这里我们假设了 ‖ ¤𝜃‖ ≤ 𝑚（即参数变化不会太快）．从而，有

¤𝑉 ≤ −𝑘𝑥2 − 𝜎

4
𝜃2 + 𝜎

2
𝜃2 + 𝑚2

𝜎𝛾2．

类似地，我们可以得到形如 ¤𝑉 + 𝛽𝑉 ≤ 𝑐（其中 𝛽和 𝑐为正的常值）的结果．

上面的推导中，我们假设了“参数变化不会太快”．而在参数变化较快的情况下，如果我

们对于参数的范围能够有较好的估计，同样可以进行自适应控制的设计．假设参数 𝜃 (𝑡) 满足
下式

‖𝜃 𝛿 − 𝜃 (𝑡)‖ ≤ 𝛿，
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其中 𝜃 𝛿 是常值，是对 𝜃 的估计．可采用如下自适应控制律

𝑢 = −𝑘𝑥 − 𝜑(𝑥)𝜃,
¤̂𝜃 = 𝛾𝑥𝜑(𝑥), 𝛾 > 0．

则系统闭环动力学方程为

¤𝑥 = −𝑘𝑥 − 𝜑(𝑥)
(
𝜃 − 𝜃 (𝑡)

)
．

考虑如下候选 Lyapunov函数
𝑉 =

1
2
𝑥2 + 1

2𝛾
(
𝜃 − 𝜃 𝛿

)2
，

可得其沿系统轨线的导数

¤𝑉 = −𝑘𝑥2 − 𝑥𝜑(𝑥)
(
𝜃 − 𝜃 (𝑡)

)
+ 1
𝛾

(
𝜃 − 𝜃 𝛿

)
· ¤̂𝜃

= −𝑘𝑥2 − 𝑥𝜑(𝑥)
(
𝜃 − 𝜃 (𝑡)

)
+
(
𝜃 − 𝜃 𝛿

)
· 𝑥𝜑(𝑥)

= −𝑘𝑥2 + 𝑥𝜑(𝑥) (𝜃 (𝑡) − 𝜃 𝛿)

≤ −𝑘𝑥2 + 𝛿𝑥𝜑(𝑥)．

4.6 预设性能控制（Prescribed Performance Control）

考虑下述标量系统

¤𝑥 = 𝑢 + 𝜑(𝑥)𝜃

其中 𝑥为状态，𝑢为控制输入，𝜑是已知的连续函数，𝜃 为未知常数．

我们的控制目标是：

闭环系统的所有信号都是有界的；

状态 𝑥能跟踪期望状态轨线 𝑥𝑑 (𝑡)；
误差 𝑒(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑥𝑑 (𝑡) 达成指定的瞬态和稳态性能指标

前两点目标是我们一直探讨的话题．特殊的是第三点目标．我们采取下面这样一类函数来

描述这个目标．

4.54 定义：性能函数（performance function）

♣

称光滑的函数 𝜌(𝑡) : R+ → R+为性能函数，若其满足

𝜌(𝑡) : R+ → R+为正且递减；

lim
𝑡→∞

𝜌(𝑡) = 𝜌∞ > 0．

4.55 例：性能函数

𝜌(𝑡) = (𝜌0 − 𝜌∞)e−𝜆𝑡 + 𝜌∞（𝜆, 𝜌0, 𝜌∞ > 0）是一个性能函数．其图形如下：

《非线性与自适应控制》笔记 V0.9（2025-01-04）



60 第 4章 自适应控制

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

t/sec

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

 (t)

 - (t)

-

图 4.6: 上述性能函数的图形（𝜆 = 1, 𝜌0 = 2, 𝜌∞ = 0.1）

我们欲使 |𝑒(𝑡) | < 𝜌(𝑡)，那么通过指定合适的 𝜌(𝑡)，即可限制误差的稳态和瞬态特性．

为了应用之前手段（分析信号的有界性）来分析上述问题，我们引入以下误差转换（error
transformation），将上述有约束的跟踪误差变为等价的无约束问题．

具体而言，我们定义

𝑒(𝑡) = 𝜌(𝑡)𝑇 (𝜁)

其中 𝜁 是变换后的无约束误差，𝑇 (𝜁) 是光滑的函数，并具有如下性质：

𝑇 (𝜁)严格单调递增；
lim

𝜁→−∞
𝑇 (𝜁) = −1， lim

𝜁→∞
𝑇 (𝜁) = 1．

则有

𝜁 = 𝑇−1
(
𝑒(𝑡)
𝜌(𝑡)

)
𝑒 (𝑡 )
𝜌(𝑡 ) → −1时，𝜁 → −∞； 𝑒 (𝑡 )

𝜌(𝑡 ) → 1时，𝜁 → ∞．我们发现，如果 𝜁 有界，那么 −1 < 𝑒 (𝑡 )
𝜌(𝑡 ) < 1，

这样，分析 𝜁 的有界性就等价于分析误差满足的约束．

4.56 例

以下两个 𝑇−1 都是可行的：

𝜁 = tan
(
𝜋

2
𝑒(𝑡)
𝜌(𝑡)

)
, 𝜁 = ln

(
𝑒(𝑡) + 𝜌(𝑡)
𝜌(𝑡) − 𝑒(𝑡)

)

接下来对 𝜁 的动力学进行分析：

¤𝜁 =
𝜕𝑇−1

𝜕
(
𝑒 (𝑡 )
𝜌(𝑡 )

) d
d𝑡

(
𝑒(𝑡)
𝜌(𝑡)

)
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易知第一个因子为正定（因 𝑇−1 随
(
𝑒 (𝑡 )
𝜌(𝑡 )

)
单调递增），记其为 𝑅．则上式等于

¤𝜁 = 𝑅
d
d𝑡

(
𝑒(𝑡)
𝜌(𝑡)

)
= 𝑅

¤𝑒(𝑡)𝜌(𝑡) − 𝑒(𝑡) ¤𝜌(𝑡)
𝜌2(𝑡)

=
𝑅

𝜌(𝑡) (𝑢 + 𝜑(𝑥)𝜃 − ¤𝑥𝑑 (𝑡)) −
𝑅𝑒(𝑡) ¤𝜌(𝑡)
𝜌2(𝑡)

可选取

𝑢 = −𝜑(𝑥)𝜃 + ¤𝜌(𝑡)
𝜌(𝑡) 𝑒(𝑡) + ¤𝑥𝑑 (𝑡) +

𝜌(𝑡)
𝑅
𝑢0

以消去第二项与括号中第三项，得到

¤𝜁 = 𝑢0 −
𝑅

𝜌(𝑡) 𝜑(𝑥)𝜃

其中 𝜃 ≜ 𝜃 − 𝜃．于是进一步选取 𝑢0 = −𝑘𝜁, 𝑘 > 0，有

¤𝜁 = −𝑘𝜁 − 𝑅

𝜌(𝑡) 𝜑(𝑥)𝜃

考虑如下候选 Lyapunov函数
𝑉 =

1
2
𝜁2 + 1

2𝛾
𝜃2, 𝛾 > 0

求其导数得

¤𝑉 = 𝜁

(
−𝑘𝜁 − 𝑅

𝜌(𝑡) 𝜑(𝑥)𝜃
)
+ 1
𝛾
𝜃 ¤̂𝜃

= −𝑘𝜁2 + 1
𝛾
𝜃

(
¤̂𝜃 − 𝛾 𝑅

𝜌(𝑡) 𝜑(𝑥)𝜁
)

设计
¤̂𝜃 = 𝛾 𝑅

𝜌(𝑡) 𝜑(𝑥)𝜁

则 ¤𝑉 = −𝑘𝜁2 ≤ 0，类似 4.2节各例可分析 𝜁 有界性．进而 |𝑒(𝑡) | < 𝜌(𝑡)，达成了我们的目标．

进一步地，如果我们超调量有要求，即要求 𝑒(𝑡)穿过横轴时的下冲/上冲（具体由 𝑒(0)的
正负而定，即 𝑒(0)为正时限制下冲，𝑒(0)为负时限制上冲）要小，如何考虑该问题？我们发现，
如指定超调小于 𝛿𝜌(0)（0 ≤ 𝛿 ≤ 1．此为常值，故假定是可行的），则要求 −𝛿𝜌(𝑡) < 𝑒(𝑡) < 𝜌(𝑡)
（若 𝑒(0) > 0）或 −𝜌(𝑡) < 𝑒(𝑡) < 𝛿𝜌(𝑡)（若 𝑒(0) < 0）即可．

类似本节前述思路进行误差转换．定义

𝑒(𝑡) = 𝜌(𝑡)𝑇 (𝜁)

其中 𝜁 是变换后的无约束误差，𝑇 (𝜁) 仍为光滑且单调递增的函数，并且：

若 𝑒(0) > 0，则 lim
𝜁→−∞

𝑇 (𝜁) = −𝛿， lim
𝜁→∞

𝑇 (𝜁) = 1；

若 𝑒(0) < 0，则 lim
𝜁→−∞

𝑇 (𝜁) = −1， lim
𝜁→∞

𝑇 (𝜁) = 𝛿．

4.57 例
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以下 𝑇 是可行的：

𝑇 (𝜁) =


e𝜁 −𝛿e−𝜁
e𝜁+e−𝜁 𝑒(0) > 0
𝛿e𝜁 −e−𝜁
e𝜁+e−𝜁 𝑒(0) < 0

之后类似本节前述思路进行控制器设计，使 𝜁 有界即可．

更一般地，我们可以将上下界取为不同的函数，即

𝜌1(𝑡) < 𝑒(𝑡) < 𝜌2(𝑡)

其中 𝜌1(𝑡), 𝜌2(𝑡)都是定义如 4.54的性能函数．
进行误差转换．定义

𝑒(𝑡) = 𝑇 (𝜁, 𝜌1(𝑡), 𝜌2(𝑡))

其中 𝜁 是变换后的无约束误差．则

𝜁 = 𝑇−1(𝑒(𝑡), 𝜌1(𝑡), 𝜌2(𝑡))

因此，我们要求

lim
𝜁→−∞

𝑇 (𝜁, 𝜌1(𝑡), 𝜌2(𝑡)) = 𝜌1(𝑡), lim
𝜁→∞

𝑇 (𝜁, 𝜌1(𝑡), 𝜌2(𝑡)) = 𝜌2(𝑡)

4.58 例

以下 𝑇−1 是可行的：

𝜁 = tan
(
𝜋

2
2𝑒(𝑡) − 𝜌1(𝑡) − 𝜌2(𝑡)

𝜌2(𝑡) − 𝜌1(𝑡)

)
之后类似本节前述思路进行控制器设计，使 𝜁 有界即可．
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5.1 反馈控制问题的类别
考虑下述系统

¤𝑥 = 𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝑢)

𝑦 = ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑢)
(5.1)

1. 状态反馈镇定问题：目标是设计一反馈控制律

𝑢 = 𝛾(𝑡, 𝑥)

使得 𝑥 = 0是下述闭环系统的一致渐近稳定的平衡点

¤𝑥 = 𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝛾(𝑡, 𝑥))

可分为：

静态状态反馈：𝑢 = 𝛾(𝑡, 𝑥)
动态状态反馈：𝑢 = 𝛾(𝑡, 𝑥, 𝑧), ¤𝑧 = 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑧)．上一章中的自适应控制即属此类．

2. 输出反馈镇定问题：可分为：
静态输出反馈：𝑢 = 𝛾(𝑡, 𝑦)
动态输出反馈：𝑢 = 𝛾(𝑡, 𝑦, 𝑧), ¤𝑧 = 𝑔(𝑡, 𝑦, 𝑧)．状态观测器即属此类．

5.2 例

考虑如下线性定常系统

¤𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢

状态反馈：𝑢 = −𝐾𝑥，从而 ¤𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 = (𝐴 − 𝐵𝐾)𝑥，目标是使 𝐴 − 𝐵𝐾 是 Hurwitz的；
输出反馈：设 𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢．

图 5.1: 全维状态观测器的结构

定义观测得的状态为 𝑥，观测器输出 𝑦̂ = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢，则如上图， ¤̂𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 + 𝐿 (𝑦 − 𝑦̂)．
定义 𝑒 = 𝑥 − 𝑥，则 ¤𝑒 = 𝐴𝑒 − 𝐿𝐶𝑒 = (𝐴 − 𝐿𝐶)𝑒——目标之一：𝐴 − 𝐿𝐶 是 Hurwitz的，这样
𝑒 → 0．
定义 𝑢 = 𝛾(𝑡, 𝑦, 𝑥) = −𝐾𝑥．则 ¤𝑥 = 𝐴𝑥 − 𝐵𝐾𝑥 = 𝐴𝑥 − 𝐵𝐾 (𝑥 − 𝑒) = (𝐴 − 𝐵𝐾)𝑥 + 𝐵𝐾𝑒——目标
之二：𝐴 − 𝐵𝐾 是 Hurwitz的，这样由输入-状态稳定性（3.45），𝑒 → 0时 𝑥 → 0．
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3. 跟踪问题：
状态跟踪：𝑥(𝑡) → 𝑥𝑑 (𝑡)，目的是使 𝑒 = 𝑥 − 𝑥𝑑 趋于 0；
输出跟踪：𝑦(𝑡) → 𝑦𝑑 (𝑡)，目的是使 𝑒 = 𝑦 − 𝑦𝑑 趋于 0．

5.2 反馈线性化

基本思想：若能将非线性的动力学转化为线性的，那么便可采用控制线性系统的手段来控

制非线性系统．�
注记 这和通过（利用雅可比矩阵的）局部线性化完全不同，因为反馈线性化是通过精确的状

态变换和反馈全局完成的，而不是通过取动力学的局部线性近似．

问题陈述：给定 ¤𝑥 = 𝑓 (𝑥, 𝑢), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑚，求出函数 𝑔, ℎ、矩阵 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑚，以

及新变量 𝑧 ∈ R𝑛, 𝑣 ∈ R𝑚，使得

𝑢 = 𝑔(𝑥, 𝑣) （控制输入，将系统本来的控制输入和线性化系统的控制输入联系起来）

𝑧 = ℎ(𝑥), （原状态与新状态的变换，将原状态与线性化后的新状态联系起来）

¤𝑧 = 𝐴𝑧 + 𝐵𝑣, （新状态满足的线性方程）

然后利用控制线性系统的方法来设计 𝑣．

5.2.1 输入到状态线性化

5.3 例：可控标准型

考虑下述系统

¤𝑥1 = 𝑥2

¤𝑥2 = 𝑥3

...

¤𝑥𝑛−1 = 𝑥𝑛

¤𝑥𝑛 = 𝑓 (𝑥) + 𝑏(𝑥)𝑢

假设 𝑏 ≠ 0，设计如下控制输入
𝑢 =

1
𝑏(𝑥) (𝑣 − 𝑓 (𝑥))

则我们可消去非线性项，而得到 ¤𝑥𝑛 = 𝑣，这就将系统转化为可控标准型．控制律可选择为

𝑣 = −𝑘0𝑥1 − 𝑘1𝑥2 − · · · − 𝑘𝑛−1𝑥𝑛

其中各 𝑘 𝑖 应使得多项式（其实就是线性化后系统的特征多项式）

𝑝𝑛 + 𝑘𝑛−1𝑝
𝑛−1 + · · · + 𝑘0 = 0

的所有根都具有负实部，这样就可使 𝑥(𝑡) → 0．
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5.4 例：更一般的例子

考虑下述系统

¤𝑥1 = −2𝑥1 + 𝑎𝑥2 + sin 𝑥1

¤𝑥2 = −𝑥2 cos 𝑥1 + 𝑢 cos(2𝑥2)

本例的难点主要在于，第一个方程中的非线性项无法直接被 𝑢消去．于是，我们寻求状态变

换 𝑧 = 𝑧(𝑥)与输入变换 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑣) 使得非线性系统转为线性的．
选取状态变换 𝑧1 = 𝑥1, 𝑧2 = 𝑎𝑥2 + sin 𝑥1，那么 𝑎𝑥2 = 𝑧2 − sin 𝑧1．因此

¤𝑧1 = −2𝑧1 + 𝑧2

¤𝑧2 = 𝑎 ¤𝑥2 + cos 𝑥1 · ¤𝑥1

= 𝑎(−𝑥2 cos 𝑥1 + 𝑢 cos(2𝑥2)) + cos 𝑥1(−2𝑥1 + 𝑎𝑥2 + sin 𝑥1)

= (sin 𝑥1 − 2𝑥1) cos 𝑥1 + 𝑢𝑎 cos(2𝑥2)

≜ 𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢

选取 𝑢 = 1
𝑔 (𝑥 ) (𝑣 − 𝑓 (𝑥))，我们就得到下述线性系统{

¤𝑧1 = −2𝑧1 + 𝑧2

¤𝑧2 = 𝑣

该系统是能控的．那么，采用控制律 𝑣 = −𝑘1𝑧1 − 𝑘2𝑧2，只要增益 𝑘1 和 𝑘2 设置得当，我们就

能将极点配置在左半平面任意我们需要的位置上，而镇定这个系统．

注

1. 上面获得的结果并非全局的，因为当 𝑔(𝑥) = 0时 𝑢没有定义．

2. 为了实际应用上述控制律，新状态变量 (𝑧1, 𝑧2) 必定要能获取．也即，系统的全部状态
(𝑥1, 𝑥2) 都要可测，才能计算出所需的 𝑢．

5.2.2 输入到输出线性化

在原系统上增加输出 𝑦： {
¤𝑥 = 𝑓 (𝑥, 𝑢)
𝑦 = ℎ(𝑥)

目标是：设计 𝑢使得 𝑦 → 0．我们希望得出 𝑦与 𝑢之间简单而直接的表达式．

5.5 例

考虑下述三阶系统

¤𝑥1 = sin 𝑥2 + (𝑥2 + 1)𝑥3

¤𝑥2 = 𝑥
2
1 + 𝑥3

¤𝑥3 = 𝑥
2
2 + 𝑢

𝑦 = 𝑥1
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对输出求一阶导数得到

¤𝑦 = ¤𝑥1 = sin 𝑥2 + (𝑥2 + 1)𝑥3

上式仍然不直接与 𝑢相关，尝试再求一阶导数得到

¥𝑦 = ¤𝑥2 cos 𝑥2 + ¤𝑥2𝑥3 + (𝑥2 + 1) ¤𝑥3

= (𝑥2
1 + 𝑥3) cos 𝑥2 + 𝑥3(𝑥2

1 + 𝑥3) + (𝑥2 + 1)(𝑥2
2 + 𝑢)

= (𝑥2
1 + 𝑥3)(cos 𝑥2 + 𝑥3) + (𝑥2 + 1)𝑥2

2 + 𝑢(𝑥2 + 1)

≜ 𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢

设计

𝑢 =
1
𝑔(𝑥) (𝑣 − 𝑓 (𝑥))

我们就有 ¥𝑦 = 𝑣．此时就可用设计线性系统的方法，设计 𝑣 = −𝑘1𝑦 − 𝑘2 ¤𝑦, 𝑘1, 𝑘2 > 0，即可使输
出 𝑦稳定（提示：二阶微分方程 ¥𝑦 + 𝑘2 ¤𝑦 + 𝑘1𝑦 = 0的特征根具有负实部）．

注 这种方法的缺陷：

1. 需要得知所有的状态 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) 才可计算控制 𝑢．

2. 𝑔(𝑥) = 0，即 𝑥2 = −1时，𝑢无法应用，即存在奇异点！
3. 𝑦稳定了，但 𝑥2, 𝑥3 未必稳定？

4. 并不对所有非线性系统都适用．
反馈线性化的基本思想，是将系统中的非线性项消去．然而，我们应该审慎考虑这一思想

——消去非线性项总是有利的吗？

5.6 例

考虑下述标量系统

¤𝑥 = 𝑎𝑥 − 𝑥3 + 𝑢

如果用反馈线性化的思想，那么应设计

𝑢 = −𝑎𝑥 + 𝑥3 + 𝑣

这样 ¤𝑥 = 𝑣，利用 𝑣 = −𝑘𝑥, 𝑘 > 0可镇定原系统．然而，如果一开始 𝑥 离原点较远，𝑢可能很

大，即控制代价较大．

如果我们简单设计 𝑢 = −𝑎𝑥，那么 ¤𝑥 = −𝑥3，很容易看出系统已然渐近稳定．

因此，就像 1.1节所说的那样，有些非线性对系统的运行是有害的，应设法克服它的有
害影响；有些非线性是有益的，应在设计时予以考虑．后续章节的一些方法就会充分考虑这

些有利因素（如 5.4节要介绍的反步法）．

《非线性与自适应控制》笔记 V0.9（2025-01-04）



5.3 滑模控制（Sliding mode control） 67

5.3 滑模控制（Sliding mode control）

5.3.1 引入：镇定问题

考虑如下二阶系统
¤𝑥1 = 𝑥2

¤𝑥2 = 𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢
(5.7)

其中 𝑓 (𝑥)和 𝑔(𝑥) 都是非线性函数，𝑔(𝑥) ≥ 𝑔0 > 0，
对于镇定问题，我们的控制目标：设计 𝑢以镇定原点，也就是使 𝑡 → ∞时 𝑥1, 𝑥2 → 0．
基本思想是，定义一滑模面（sliding surface）

𝑠 = 𝑥2 + 𝜆𝑥1 = 0, 𝜆 > 0

在该面上，

𝑠 = 0 ⇒
{

¤𝑥1 = −𝜆𝑥1 ⇒ 𝑥1(𝑡) = 𝑥1(0)e−𝜆𝑡

𝑥2 = −𝜆𝑥1 = −𝜆𝑥1(0)e−𝜆𝑡

也就是说，一旦系统状态能够在有限时间内到达此滑模面，此后系统状态就能以指定速率收

敛．

因此，一般的滑模控制过程可分为两阶段:
1. 接近阶段：设计 𝑢，迫使 𝑠（与原系统状态有关）在有限时间内到达所设计的滑模面．

2. 滑模阶段：𝑥1, 𝑥2 在滑模面上到达原点．

接下来设计接近阶段控制律．要让 𝑠 → 0，考虑候选 Lyapunov函数

𝑉 =
1
2
𝑠2

求其导数得
¤𝑉 = 𝑠 · ¤𝑠 = 𝑠( ¤𝑥2 + 𝜆 ¤𝑥1) = 𝑠( 𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢 + 𝜆𝑥2)

设计

𝑢 =
1
𝑔(𝑥) (− 𝑓 (𝑥) − 𝜆𝑥2 − 𝑘 sgn(𝑠)), 𝑘 > 0, sgn(𝑠) =


1 𝑠 > 0
0 𝑠 = 0
−1 𝑠 < 0

则 ¤𝑠 = −𝑘 sgn(𝑠)，称其为等速趋近律．若希望 𝑠较大时减小较快，亦可设计 𝑢使得 ¤𝑠 = −𝑘 sgn(𝑠)−
𝑘1𝑠, 𝑘, 𝑘1 > 0，这称为指数趋近律．
按上述等速趋近律，可得 ¤𝑉 = −𝑘𝑠 sgn(𝑠) = −𝑘 |𝑠 | = −𝑘

√
2𝑉，即 ¤𝑉√

𝑉
= −

√
2𝑘．两边积分得到

ˆ 𝑡

0

¤𝑉
√
𝑉

d𝑡 = 2
√
𝑉
���𝑡
0
= 2

√
𝑉 (𝑡) − 2

√
𝑉 (0) = −

√
2𝑘𝑡

因此，当 𝑡 ≥
√

2𝑉 (0)
𝑘
时，𝑉 (𝑡) ≡ 0，即在有限时间内，𝑠(𝑡) ≡ 0．�

注记 若将上述的 −𝑘 sgn(𝑠) 换成 −𝑘𝑠，则 ¤𝑉 = −𝑘𝑠2 = −2𝑘𝑉，类似上面方法可得同样的结论．
注意，在 5.3.3小节中此替换不再成立（可考虑：接近原点时 𝑠很小，不能克服干扰，但 sgn(𝑠)
能保持原值）．
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进而，将 𝑠 = 𝑥2 + 𝜆𝑥1 = ¤𝑥1 + 𝜆𝑥1 写成

¤𝑥1 = −𝜆𝑥1 + 𝑠

这样 𝑥1 可视为状态，𝑠 可视为控制输入．注意到无外力系统（不含输入）的原点为指数稳定．

于是，由输入-状态稳定性（引理 3.45），我们有 𝑠 → 0 ⇒ 𝑥1 → 0, 𝑥2 → 0．

5.3.2 推广到跟踪问题

仍考虑系统 (5.7)．现在，我们的控制目标是：(𝑥1, 𝑥2) → (𝑥𝑑 , ¤𝑥𝑑)．
定义跟踪误差 𝑥1 = 𝑥1 − 𝑥𝑑，𝑥2 = 𝑥2 − ¤𝑥𝑑，设计滑模面

𝑠 = 𝑥2 + 𝜆𝑥1 = 0, 𝜆 > 0

则 𝑠的动力学

¤𝑠 = ¤̃𝑥2 + 𝜆 ¤̃𝑥1

= ¤𝑥2 − ¥𝑥𝑑 (𝑡) + 𝜆 ¤̃𝑥1

= 𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢 − ¥𝑥𝑑 (𝑡) + 𝜆𝑥2

考虑候选 Lyapunov函数 𝑉 = 1
2 𝑠

2，求其导数得

¤𝑉 = 𝑠 · ¤𝑠 = 𝑠( 𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢 − ¥𝑥𝑑 (𝑡) + 𝜆𝑥2)

于是设计

𝑢 =
1
𝑔(𝑥) (− 𝑓 (𝑥) + ¥𝑥𝑑 (𝑡) − 𝜆𝑥2 − 𝑘 sgn(𝑠)), 𝑘 > 0 (5.8)

这样 ¤𝑠 = −𝑘 sgn(𝑠)， ¤𝑉 = −𝑘 |𝑠 |．后续分析同上小节．

5.3.3 推广到有不确定性的跟踪问题

仍考虑系统 (5.7)．现在，函数 𝑓 (𝑥)不再已知，但其可由估计 𝑓 (𝑥)和误差限 𝐹 (𝑥) 表征：

| 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥) | ≤ 𝐹 (𝑥)

函数 𝑔(𝑥)未知，其界为 0 < 𝑔min(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) ≤ 𝑔max(𝑥)．
定义 𝑔̂(𝑥) =

√
𝑔min(𝑥)𝑔max(𝑥)，我们有

1
𝛽
≜

√
𝑔min(𝑥)𝑔max(𝑥)
𝑔max(𝑥)

≤ 𝑔̂(𝑥)
𝑔(𝑥) ≤

√
𝑔min(𝑥)𝑔max(𝑥)
𝑔min(𝑥)

=

√
𝑔max(𝑥)
𝑔min(𝑥)

≜ 𝛽 ≥ 1

类似 (5.8)，设计 𝑢 = 1
𝑔̂ (𝑥 ) (− 𝑓 (𝑥) + ¥𝑥𝑑 (𝑡) − 𝜆𝑥2 − 𝑘 sgn(𝑠)), 𝑘 > 0，仍考虑 𝑉 = 1

2 𝑠
2，求导得到

¤𝑉 = 𝑠

{
𝑓 (𝑥) − ¥𝑥𝑑 (𝑡) + 𝜆𝑥2 +

𝑔(𝑥)
𝑔̂(𝑥) [− 𝑓 (𝑥) + ¥𝑥𝑑 (𝑡) − 𝜆𝑥2 − 𝑘 sgn(𝑠)]

}
= 𝑠

{
[ 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥)] +

(
𝑔(𝑥)
𝑔̂(𝑥) − 1

)
(− 𝑓 (𝑥) + ¥𝑥𝑑 (𝑡) − 𝜆𝑥2) − 𝑘

𝑔(𝑥)
𝑔̂(𝑥) sgn(𝑠)

}
≤ |𝑠 |

{
𝐹 (𝑥) +

����𝑔(𝑥)𝑔̂(𝑥) − 1
���� · | − 𝑓 (𝑥) + ¥𝑥𝑑 (𝑡) − 𝜆𝑥2 | − 𝑘

𝑔(𝑥)
𝑔̂(𝑥)

}
= −|𝑠 |

{
𝑘
𝑔(𝑥)
𝑔̂(𝑥) − 𝐹 (𝑥) −

����𝑔(𝑥)𝑔̂(𝑥) − 1
���� · | − 𝑓 (𝑥) + ¥𝑥𝑑 (𝑡) − 𝜆𝑥2 |

}
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于是可设计 𝑘 使得

𝑘
𝑔(𝑥)
𝑔̂(𝑥) ≥ 𝐹 (𝑥) +

����𝑔(𝑥)𝑔̂(𝑥) − 1
���� · | − 𝑓 (𝑥) + ¥𝑥𝑑 (𝑡) − 𝜆𝑥2 | + 𝜂, 𝜂 > 0

𝑘 ≥ 𝑔̂(𝑥)
𝑔(𝑥) [𝐹 (𝑥) + 𝜂] +

����1 − 𝑔̂(𝑥)
𝑔(𝑥)

���� · | − 𝑓 (𝑥) + ¥𝑥𝑑 (𝑡) − 𝜆𝑥2 |

注意到 1
𝛽
≤ 𝑔̂ (𝑥 )

𝑔 (𝑥 ) ≤ 𝛽, 𝛽 > 1，可知 1
𝛽
− 1 ≤ 𝑔̂ (𝑥 )

𝑔 (𝑥 ) − 1 ≤ 𝛽 − 1．注意 1
𝛽
− 1 < 0，则���� 𝑔̂(𝑥)𝑔(𝑥) − 1

���� = max
{
𝛽 − 1, 1 − 1

𝛽

}
= max

{
𝛽 − 1,

𝛽 − 1
𝛽

}
= 𝛽 − 1

则取 𝑘 = 𝛽[𝐹 (𝑥) + 𝜂] + (𝛽 − 1) · | − 𝑓 (𝑥) + ¥𝑥𝑑 (𝑡) − 𝜆𝑥2 |，就有 ¤𝑉 ≤ −𝜂 |𝑠 |．后续分析同前两小节．

5.3.4 有外部干扰的系统设计

一、干扰上界已知的情形

考虑下述系统
¤𝑥1 = 𝑥2

¤𝑥2 = 𝑢 + 𝑑 (𝑡)
(5.9)

其中 𝑑 (𝑡)是外部干扰，有 |𝑑 (𝑡) | ≤ 𝑑max.
设计滑模面 𝑠 = 𝑥2 + 𝜆𝑥1 = 0, 𝜆 > 0，𝑠的动力学是 ¤𝑠 = ¤𝑥2 + 𝜆 ¤𝑥1 = 𝑢 + 𝑑 (𝑡) + 𝜆𝑥2．

仍选取候选 Lyapunov函数为 𝑉 = 1
2 𝑠

2，求其导数得 ¤𝑉 = 𝑠 · ¤𝑠 = 𝑠(𝑢 + 𝑑 (𝑡) + 𝜆𝑥2)．
设计 𝑢 = −𝜆𝑥2 − 𝑘 sgn(𝑠), 𝑘 > 0即得到

¤𝑉 = 𝑠(𝑑 (𝑡) − 𝑘 sgn(𝑠))

= −𝑘 |𝑠 | + 𝑠𝑑 (𝑡)

≤ −(𝑘 − 𝑑max) |𝑠 |

选取 𝑘 = 𝑑max + 𝜂, 𝜂 > 0，即得 ¤𝑉 ≤ −𝜂 |𝑠 |．
二、干扰上界未知的情形

仍考虑系统 (5.9)．若 𝑑max 是未知的，则可以设计（其中 𝑘̂ 是对 𝑘 真值的估计）

𝑢 = −𝜆𝑥2 − 𝑘̂ sgn(𝑠) − 𝜂 sgn(𝑠), 𝜂 > 0

定义 𝑘̃ = 𝑘̂ − 𝑑max．考虑如下候选 Lyapunov函数

𝑉 =
1
2
𝑠2 + 1

2𝛾
𝑘̃2, 𝛾 > 0,

求其导数得

¤𝑉 = 𝑠 ¤𝑠 + 1
𝛾
𝑘̃ ¤̂𝑘

= (−𝑘̂ sgn(𝑠) + 𝑑 (𝑡) − 𝜂 sgn(𝑠))𝑠 + 1
𝛾
𝑘̃ ¤̂𝑘

≤ −( 𝑘̂ − 𝑑max) |𝑠 | − 𝜂 |𝑠 | +
1
𝛾
𝑘̃ ¤̂𝑘

=
1
𝛾
𝑘̃ ( ¤̂𝑘 − 𝛾 |𝑠 |) − 𝜂 |𝑠 |
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设计 ¤̂𝑘 = 𝛾 |𝑠 |，即得 ¤𝑉 ≤ −𝜂 |𝑠 |．两边积分得到

𝑉 (𝑡) −𝑉 (0) ≤ −𝜂
ˆ 𝑡

0
|𝑠(𝜏) | d𝜏

因此 𝑠 ∈ L1．则 𝑠 ∈ L1 ∩ L∞, ¤𝑠 ∈ L∞，根据推论 3.34，有 lim
𝑡→∞

𝑠 = 0．

问题 5.1 仍考虑系统 (5.9)．现设干扰 𝑑 (𝑡)满足

‖𝑑 (𝑡)‖ ≤ 𝑑max(1 + ‖𝑥1‖ + ‖𝑥2‖2)

并且 𝑑max 未知．如何设计滑模控制律？

三、干扰上界未知且有不确定性的情形：修正设计

考虑以下标量系统

¤𝑥 = 𝑢 + 𝜑(𝑥)𝜃 + 𝑑 (𝑡) (5.10)

其中 𝑥 为状态，𝑢为控制输入，𝜑是连续且已知的函数，𝜃 是未知常数，且 𝑑 (𝑡) 是有界且时变
的扰动，满足 |𝑑 (𝑡) | ≤ 𝑑max，𝑑max 未知．

类似上述滑模控制的思想（可认为滑模面为 𝑠 = 𝑥），考虑设计控制律

𝑢 = −𝑘𝑥 − 𝜑(𝑥)𝜃 − 𝑘̂ sgn(𝑥)

并作候选 Lyapunov函数

𝑉 =
1
2
𝑥2 + 1

2𝛾1
(𝜃 − 𝜃)2 + 1

2𝛾2
( 𝑘̂ − 𝑑max − 𝜂)2, 𝛾1 > 0, 𝛾2 > 0

定义 𝜃 = 𝜃 − 𝜃, 𝑘̃ = 𝑘̂ − 𝑑max − 𝜂．求导数得

¤𝑉 = 𝑥(−𝑘𝑥 − 𝜑𝜃 − 𝑘̂ sgn(𝑥) + 𝑑 (𝑡)) + 1
𝛾1
𝜃 ¤̂𝜃 + 1

𝛾2
𝑘̃ ¤̂𝑘

≤ −𝑘𝑥2 − 𝜑𝜃𝑥 − 𝑘̂ |𝑥 | + 𝑑max |𝑥 | + 𝜂 |𝑥 | − 𝜂 |𝑥 | +
1
𝛾1
𝜃 ¤̂𝜃 + 1

𝛾2
𝑘̃ ¤̂𝑘

= −𝑘𝑥2 + 1
𝛾1
𝜃 ( ¤̂𝜃 − 𝛾1𝜑𝑥) +

1
𝛾2
𝑘̃ ( ¤̂𝑘 − 𝛾2 |𝑥 |) − 𝜂 |𝑥 |

于是，只需设计 ¤̂𝜃 = 𝛾1𝜑𝑥和
¤̂𝑘 = 𝛾2 |𝑥 |，可以使系统状态在有限时间内趋近于 0．

上述设计固然可行，但是其在 𝑥 = 0附近会存在较明显的振荡．为了避免 sgn(𝑥) 的弊端，
有学者提出了如下控制律

𝑢 = −𝑘𝑥 − 𝜑(𝑥)𝜃 − 𝑘̂2

|𝑥 | 𝑘̂ + e−𝑡
𝑥

这样，𝑥的动力学就可写为

¤𝑥 = −𝑘𝑥 − 𝜑(𝑥) (𝜃 − 𝜃) − 𝑘̂2

|𝑥 | 𝑘̂ + e−𝑡
𝑥 + 𝑑 (𝑡)

考虑候选 Lyapunov函数

𝑉 =
1
2
𝑥2 + 1

2𝛾1
(𝜃 − 𝜃)2 + 1

2𝛾2
( 𝑘̂ − 𝑑max)2, 𝛾1 > 0, 𝛾2 > 0
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定义 𝜃 = 𝜃 − 𝜃, 𝑘̃ = 𝑘̂ − 𝑑max．求其导数得

¤𝑉 = 𝑥

(
−𝑘𝑥 − 𝜑(𝑥)𝜃 − 𝑘̂2

|𝑥 | 𝑘̂ + e−𝑡
𝑥 + 𝑑 (𝑡)

)
+ 1
𝛾1
𝜃 ¤̂𝜃 + 1

𝛾2
𝑘̃ ¤̂𝑘

= −𝑘𝑥2 − 𝑥𝜑𝜃 − 𝑘̂2

|𝑥 | 𝑘̂ + e−𝑡
𝑥2 + 𝑑 (𝑡)𝑥 + 1

𝛾1
𝜃 ¤̂𝜃 + 1

𝛾2
𝑘̃ ¤̂𝑘

= −𝑘𝑥2 − 𝑘̂2

|𝑥 | 𝑘̂ + e−𝑡
𝑥2 + 𝑑 (𝑡)𝑥 + 1

𝛾1
𝜃 ( ¤̂𝜃 − 𝛾1𝜑𝑥) +

1
𝛾2
𝑘̃ ¤̂𝑘

在此步骤，设计 ¤̂𝜃 = 𝛾1𝜑𝑥以消去其中一项，则（𝑥2 = |𝑥 |2）

¤𝑉 ≤ −𝑘𝑥2 + 1
𝛾2
𝑘̃ ¤̂𝑘 + 𝑑max |𝑥 | −

𝑘̂2

|𝑥 | 𝑘̂ + e−𝑡
|𝑥 |2

仍选取 ¤̂𝑘 = 𝛾2 |𝑥 |，则

¤𝑉 = −𝑘𝑥2 + 𝑘̂ |𝑥 | − 𝑘̂2

|𝑥 | 𝑘̂ + e−𝑡
|𝑥 |2

= −𝑘𝑥2 + 𝑘̂2 |𝑥 |2 + e−𝑡 𝑘̂ |𝑥 | − 𝑘̂2 |𝑥 |2

|𝑥 | 𝑘̂ + e−𝑡

= −𝑘𝑥2 + e−𝑡 𝑘̂ |𝑥 |
|𝑥 | 𝑘̂ + e−𝑡

≤ −𝑘𝑥2 + e−𝑡

对上式两边积分并移项得：

𝑉 (𝑡) + 𝑘
ˆ 𝑡

0
𝑥2(𝜏) d𝜏 ≤ 𝑉 (0) +

ˆ 𝑡

0
e−𝜏 d𝜏 = 𝑉 (0) + (1 − e−𝑡 )

可知𝑉 ∈ L∞, 𝑥 ∈ L2，进而 𝑥, 𝜃, 𝑘̃ , 𝑘̂ , 𝜃 ∈ L∞，从而 ¤𝑥 ∈ L∞．进而由 3.34，我们知道 lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 0．

5.4 反步法（Backstepping）

5.4.1 基本反步法

考虑系统
¤𝑧 = 𝑓 (𝑧) + 𝑔(𝑧)𝜉
¤𝜉 = 𝑢

(5.11)

其中 [𝑧𝑇 , 𝜉𝑇 ]𝑇 ∈ R𝑛+1为状态，𝑢 ∈ R为控制输入．函数 𝑓 , 𝑔在包含 𝑧 = 0的域 𝐷 上光滑，且有

𝑓 (0) = 0．
我们的目标是设计状态反馈控制律以镇定原点．

假设我们能通过一反馈控制律 𝜉 = Φ(𝑧)（Φ(0) = 0）来渐近镇定第一个系统（将 𝜉 看作虚

拟的控制输入），也就是使

¤𝑧 = 𝑓 (𝑧) + 𝑔(𝑧)Φ(𝑧) (5.12)

的原点是渐近稳定的．于是，我们可知一定存在 Lyapunov函数 𝑉 (𝑧) 使得

¤𝑉 =
𝜕𝑉

𝜕𝑧
[ 𝑓 (𝑧) + 𝑔(𝑧)Φ(𝑧)] ≤ −𝜔(𝑧)
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其中 𝜔(𝑧) 正定．
在原系统中加减 𝑔(𝑧)Φ(𝑧)，凑出 (5.12)的形式

¤𝑧 = 𝑓 (𝑧) + 𝑔(𝑧)Φ(𝑧) + 𝑔(𝑧)(𝜉 −Φ(𝑧))
¤𝜉 = 𝑢

(5.13)

引入状态变换（表征“真实的”𝜉 和“理想的”𝜉 = Φ(𝑧)之间的差异）

𝑦 = 𝜉 −Φ(𝑧)

这样，我们如果让 𝑦 → 0，那么 𝜉 就能跟踪理想的控制律 Φ，𝑧也按上面原点渐近稳定的系统

之规律变化．于是，原系统变为

¤𝑧 = 𝑓 (𝑧) + 𝑔(𝑧)Φ(𝑧) + 𝑔(𝑧)𝑦

¤𝑦 = ¤𝜉 − ¤Φ(𝑧) = 𝑢 − ¤Φ(𝑧)
(5.14)

此种状态变换常称作反步法（backstepping），因为它将控制 −Φ(𝑧)“反挪”（back-steps）到了
积分之前．

图 5.2: 反步法示意图．图中的 𝜂 为此处的 𝑧，𝑧 为此处的 𝑦．(a)原系统 (5.11)；(b)引入控制
Φ(𝑧)，即 (5.13)；(c)将 Φ(𝑧)“反挪”（back-steps）到积分之前，即 (5.14)．

因为 𝑓 , 𝑔与 Φ已知，所以可求出

¤Φ(𝑧) = 𝜕Φ
𝜕𝑧

¤𝑧 = 𝜕Φ
𝜕𝑧

( 𝑓 (𝑧) + 𝑔(𝑧)𝜉)

令 𝑣 = 𝑢 − ¤Φ(𝑧)（“新的”控制输入），将上述系统简化成

¤𝑧 = 𝑓 (𝑧) + 𝑔(𝑧)Φ(𝑧) + 𝑔(𝑧)𝑦

¤𝑦 = 𝑣
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考虑如下候选的合并 Lyapunov函数（combined Lyapunov function candidate，意即将新状
态合并进来）

𝑉𝑐 (𝑧, 𝑦) = 𝑉 (𝑧) +
1
2
𝑦2

求其导数得

¤𝑉𝑐 (𝑧, 𝑦) = 𝑉 (𝑧) + 𝑦 · ¤𝑦

=
𝜕𝑉

𝜕𝑧
[ 𝑓 (𝑧) + 𝑔(𝑧)Φ(𝑧) + 𝑔(𝑧)𝑦] + 𝑦𝑣

≤ −𝜔(𝑧) + 𝜕𝑉

𝜕𝑧
𝑔(𝑧)𝑦 + 𝑦𝑣

则取

𝑣 = −𝜕𝑉
𝜕𝑧
𝑔(𝑧) − 𝑘𝑦, 𝑘 > 0

即可得到
¤𝑉 (𝑧, 𝑦) ≤ −𝜔(𝑧) − 𝑘𝑦2

它是负定的，这也就表明上述系统的原点 (𝑧 = 0, 𝑦 = 0) 是渐近稳定的．因为 Φ(0) = 0，所以
𝑧 = 0, 𝑦 = 0 =⇒ 𝜉 = 0，即原系统的原点 (𝑧 = 0, 𝜉 = 0)是渐近稳定的．整理得到反馈控制律为

𝑢 = 𝑣 + ¤Φ(𝑧)

= −𝜕𝑉
𝜕𝑧
𝑔(𝑧) − 𝑘𝑦 + 𝜕Φ

𝜕𝑧
( 𝑓 (𝑧) + 𝑔(𝑧)𝜉)

= −𝜕𝑉
𝜕𝑧
𝑔(𝑧) − 𝑘 (𝜉 −Φ(𝑧)) + 𝜕Φ

𝜕𝑧
( 𝑓 (𝑧) + 𝑔(𝑧)𝜉)

5.15 例：利用反步法进行非线性系统设计

考虑下述系统

¤𝑥1 = 𝑥
2
1 − 𝑥3

1 + 𝑥2

¤𝑥2 = 𝑢

首先考虑第一个方程，这时将 𝑥2视为虚拟的控制输入，先设计反馈控制律Φ(𝑥1)（虚拟的 𝑥2）

来镇定 𝑥1 = 0．
设计 Φ(𝑥1) = −𝑥2

1，我们有 ¤𝑥1 = −𝑥3
1（将稳定的 −𝑥3

1 保留）．这样就渐近镇定了第一个系

统．

下面应用反步法．选取状态变换（“真实的”𝑥2 和“理想的”𝑥2 之间的差异）

𝑦 = 𝑥2 −Φ(𝑥1) = 𝑥2 + 𝑥2
1

那么原系统可写为下述形式

¤𝑥1 = −𝑥3
1 + 𝑦

¤𝑦 = 𝑣

其中 𝑣 = 𝑢 + 2𝑥1(𝑥2
1 − 𝑥3

1 + 𝑥2)．
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接下来，我们考虑如下候选合并 Lyapunov函数

𝑉𝑐 =
1
2
𝑥2

1 +
1
2
𝑦2

其导数为

¤𝑉𝑐 = 𝑥1 ¤𝑥1 + 𝑦 ¤𝑦 = −𝑥4
1 + 𝑥1𝑦 + 𝑦𝑣

选取 𝑣 = −𝑥1 − 𝑘𝑦, 𝑘 > 0，那么 ¤𝑉𝑐 = −𝑥4
1 − 𝑘𝑦2负定．因此， 𝑥1, 𝑦 → 0，也就说明 𝑥1, 𝑥2 → 0．

整理得控制输入如下

𝑢 = 𝑣 − 2𝑥1(𝑥2
1 − 𝑥3

1 + 𝑥2) = −𝑥1 − 𝑘𝑦 − 2𝑥1(𝑥2
1 − 𝑥3

1 + 𝑥2)

问题 5.2 如果系统不是由二个系统级联

¤𝑥1 = 𝑥
2
1 − 𝑥3

1 + 𝑥2

¤𝑥2 = −𝑥2
1 + 𝑥1𝑥2 + · · ·

¤𝑥3 = 𝑢

甚或并不存在 ¤𝑥𝑖 = 𝑢的项，比如

¤𝑥1 = −𝑥3
1 + 𝑥2 + sin 𝑥1

¤𝑥2 = cos 𝑥2 − 𝑥2
2 + 𝑥3

¤𝑥3 = 𝑢 + cos 𝑥1 + 𝑥2
2

如何进行设计？

5.4.2 自适应反步法

考虑如下系统
¤𝑥1 = 𝑥2 + 𝜑(𝑥1)𝜃

¤𝑥2 = 𝑢
(5.16)

其中 𝜃 为未知常数，𝜑(𝑥1)是有界函数，𝜑(0) = 0．

不妨假设 𝜃 已知．若将 𝑥2 看作控制输入，理想情况下其应设计为

−𝑘1𝑥1 − 𝜑(𝑥1)𝜃 ≜ 𝛼1(𝑥1, 𝜃), 𝑘1 > 0

但是， 𝜃 未知．不过，引入自适应控制思想，仍可应用反步法．

步骤 1:

定义 𝑧1 = 𝑥1，将 𝑥2 看作控制输入．因为 𝜃 未知，设计自适应律（𝑣1 即 𝜃 的状态估计 𝜃）

𝛼1(𝑥1, 𝑣1) = −𝑘1𝑧1 − 𝜑(𝑧1)𝑣1

并定义状态变换（“真实的”𝑥2 减去“理想的”𝑥2）

𝑧2 ≜ 𝑥2 − 𝛼1(𝑥1, 𝑣1)
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于是 𝑧1 的动力学写为

¤𝑧1 = ¤𝑥1

= 𝑥2 + 𝜑(𝑧1)𝜃

= 𝑥2 − 𝛼1(𝑥1, 𝑣1) + 𝛼1(𝑥1, 𝑣1) + 𝜑(𝑧1)𝜃

= 𝑧2 − 𝑘1𝑧1 − 𝜑(𝑧1) (𝑣1 − 𝜃)

考虑如下候选 Lyapunov函数（欲使 𝑥1 与参数估计误差趋于 0）

𝑉1(𝑧1, 𝑣1) =
1
2
𝑧2

1 +
1

2𝛾1
(𝑣1 − 𝜃)2

求其导数得到

¤𝑉1 = 𝑧1 ¤𝑧1 +
1
𝛾1

(𝑣1 − 𝜃) ¤𝑣1

= 𝑧1(𝑧2 − 𝑘1𝑧1 − 𝜑(𝑧1) (𝑣1 − 𝜃)) +
1
𝛾1

(𝑣1 − 𝜃) ¤𝑣1

= −𝑘1𝑧
2
1 + 𝑧1𝑧2 +

1
𝛾1

(𝑣1 − 𝜃)(−𝛾1𝑧1𝜑(𝑧1) + ¤𝑣1)

设计

¤𝑣1 = 𝛾1𝑧1𝜑(𝑧1)

则

¤𝑉1 = −𝑘1𝑧
2
1 + 𝑧1𝑧2

步骤 2:
𝑧2 的动力学写为

¤𝑧2 = ¤𝑥2 − ¤𝛼1(𝑧1, 𝑣1)

= 𝑢 − 𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
¤𝑧1 −

𝜕𝛼1

𝜕𝑣1
¤𝑣1

= 𝑢 − 𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
(𝑥2 + 𝜑(𝑧1)𝜃) −

𝜕𝛼1

𝜕𝑣1
𝛾1𝑧1𝜑(𝑧1)

= 𝑢 − 𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝑥2 −

𝜕𝛼1

𝜕𝑣1
𝛾1𝑧1𝜑(𝑧1) − 𝜃

𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝜑(𝑧1)

接下来，我们尝试选取一候选 Lyapunov函数并设计 𝑢，使得闭环系统是渐近稳定的．首先尝试

考察下列候选合并 Lyapunov函数（为何是“尝试”？请注意上式中含有的未知参数 𝜃）

𝑉𝑐 (𝑧1, 𝑧2, 𝑣1) = 𝑉1(𝑧1, 𝑣1) +
1
2
𝑧2

2

求其导数得

¤𝑉𝑐 = ¤𝑉1 + 𝑧2 ¤𝑧2

= −𝑘1𝑧
2
1 + 𝑧1𝑧2 + 𝑧2

(
𝑢−𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝑥2 −

𝜕𝛼1

𝜕𝑣1
𝛾1𝑧1𝜑(𝑧1)−𝜃

𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝜑(𝑧1)

)
为了处理含有未知参数 𝜃的项，我们尝试利用先前对 𝜃作出的估计 𝑣1，写出（请注意，与上式

的颜色对应之项会被消去）

𝑢 = −𝑧1 − 𝑘2𝑧2+
𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝑥2 +

𝜕𝛼1

𝜕𝑣1
𝛾1𝑧1𝜑(𝑧1)+𝑣1

𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝜑(𝑧1), 𝑘2 > 0
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于是可得
¤𝑉𝑐 = −𝑘1𝑧

2
1 − 𝑘2𝑧

2
2 + 𝑧2(𝑣1 − 𝜃)

𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝜑(𝑧1)

然而，我们已无消去含 (𝑣1 − 𝜃)项的余地了．为了解决该问题，对 𝜃引入一新的估计 𝑣2，写出

𝑢 = −𝑧1 − 𝑘2𝑧2 +
𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝑥2 +

𝜕𝛼1

𝜕𝑣1
𝛾1𝑧1𝜑(𝑧1) + 𝑣2

𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝜑(𝑧1), 𝑘2 > 0

新出现的 𝑣2，表明候选 Lyapunov函数应改为（最后一项是 𝑣2 对 𝜃 的参数估计误差）

𝑉𝑐 = 𝑉1(𝑧1, 𝑣1) +
1
2
𝑧2

2 +
1

2𝛾2
(𝑣2 − 𝜃)2

根据上述控制律，其导数为

¤𝑉𝑐 = −𝑘1𝑧
2
1 − 𝑘2𝑧

2
2 + 𝑧2(𝑣2 − 𝜃)

𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝜑(𝑧1) +

1
𝛾2

(𝑣2 − 𝜃) ¤𝑣2

这样，选取

¤𝑣2 = −𝛾2𝑧2
𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝜑(𝑧1)

以使后两项相消，即可得到 ¤𝑉𝑐 = −𝑘1𝑧
2
1 − 𝑘2𝑧

2
2，其为负半定．对该导数式两边积分可得

𝑘1

ˆ 𝑡

0
𝑧2

1 d𝜏 + 𝑘2

ˆ 𝑡

0
𝑧2

2 d𝜏 = 𝑉𝑐 (0) −𝑉𝑐 (𝑡) ≤ 𝑉𝑐 (0)

则得 𝑧1, 𝑧2 ∈ L2 ∩ L∞．又 ¤𝑧1, ¤𝑧2 ∈ L∞，根据 3.34， lim
𝑡→∞

𝑧1 = lim
𝑡→∞

𝑧2 = 0．又注意到 𝑧1 = 𝑥1, 𝑥2 =

𝑧2 − 𝛼1(𝑥1, 𝑣1)且 𝜑(0) = 0，于是可得出结论 lim
𝑡→∞

𝑥1 = lim
𝑡→∞

𝑥2 = 0．

�
注记 施加自适应律的闭环系统方程是

¤𝑧1 = −𝑘1𝑧1 + 𝑧2 − (𝑣1 − 𝜃)𝜑(𝑧1)

¤𝑧2 = −𝑧1 − 𝑘2𝑧2 + (𝑣2 − 𝜃)
𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝜑(𝑧1)

¤𝑣1 = 𝛾1𝑧1𝜑(𝑧1)

¤𝑣2 = −𝛾2𝑧2
𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝜑(𝑧1)

写成矩阵形式是[
¤𝑧1

¤𝑧2

]
=

[
−𝑘1 1
−1 −𝑘2

] [
𝑧1

𝑧2

]
+
[
−𝜑(𝑧1) 0

0 𝜕𝛼1
𝜕𝑧1
𝜑(𝑧1)

] [
𝑣1 − 𝜃
𝑣2 − 𝜃

]
[
¤𝑣1

¤𝑣2

]
= −

[
𝛾1 0
0 𝛾2

] [
−𝜑(𝑧1) 0

0 𝜕𝛼1
𝜕𝑧1
𝜑(𝑧1)

] [
𝑧1

𝑧2

]

问题 5.3 {
¤𝑥1 = 𝑥2 + 𝜃1𝜑1(𝑥1)
¤𝑥2 = 𝑢 + 𝜃2𝜑2(𝑥2)

设计 𝑢以镇定该系统．

提示 消去已知的多余项，对于未知参数使用自适应方法估计．
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5.4.3 减少过参数化（Reduce the overparametrization）

上述方法对于同一个未知参数要进行两次估计．下面介绍的方法仅需估计一次．仍考虑系

统 (5.16)．接下来，为求简便，𝜑(𝑧1) = 𝜑(𝑥1) 简写为 𝜑．

步骤 1:

定义 𝑧1 = 𝑥1，并将 𝑥2 视为控制输入，应用自适应控制思想对未知参数进行估计

−𝑘1𝑥1 − 𝜑𝜃 ≜ 𝛼1(𝑥1, 𝜃), 𝑘1 > 0

仍定义 𝑧2 = 𝑥2 − 𝛼1(𝑥1, 𝜃)，有

¤𝑧1 = 𝑥2 + 𝜑𝜃

= 𝑥2 − 𝛼1(𝑥1, 𝜃) + 𝛼1(𝑥1, 𝜃) + 𝜑𝜃

= 𝑧2 − 𝑘1𝑧1 − 𝜑𝜃

其中 𝜃 ≜ 𝜃 − 𝜃．与之前方法不同的是，我们并不在这一步就将 ¤̂𝜃 设计出来．

步骤 2:

𝑧2 的动力学现表示为

¤𝑧2 = ¤𝑥2 − ¤𝛼1(𝑥1, 𝜃)

= 𝑢 − 𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
¤𝑧1 −

𝜕𝛼1

𝜕𝜃

¤̂𝜃

= 𝑢 − 𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
(𝑧2 − 𝑘1𝑧1 − 𝜑𝜃) + 𝜑 ¤̂𝜃

考虑下述候选合并 Lyapunov函数

𝑉𝑐 =
1
2
𝑧2

1 +
1
2
𝑧2

2 +
1

2𝛾
𝜃2

其导数为

¤𝑉𝑐 = 𝑧1 ¤𝑧1 + 𝑧2 ¤𝑧2 +
1
𝛾
𝜃 ¤̂𝜃

= 𝑧1(𝑧2 − 𝑘1𝑧1 − 𝜑𝜃) + 𝑧2

(
𝑢 − 𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
(𝑧2 − 𝑘1𝑧1 − 𝜑𝜃) + 𝜑 ¤̂𝜃

)
+ 1
𝛾
𝜃 ¤̂𝜃

= −𝑘1𝑧
2
1 +

𝜃

𝛾

(
¤̂𝜃 − 𝛾𝜑𝑧1 + 𝛾𝑧2𝜑

𝜕𝛼1

𝜕𝑧1

)
+ 𝑧2

(
𝑢 − 𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝑧2 +

𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝑘1𝑧1 + 𝑧1 + 𝜑 ¤̂𝜃

)
于是我们选取

¤̂𝜃 = 𝛾𝜑𝑧1 − 𝛾𝑧2𝜑
𝜕𝛼1

𝜕𝑧1

𝑢 =
𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝑧2 −

𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝑘1𝑧1 − 𝑧1 − 𝜑 ¤̂𝜃 − 𝑘2𝑧2, 𝑘2 > 0

即得
¤𝑉𝑐 = −𝑘1𝑧

2
1 − 𝑘2𝑧

2
2

同上一节的分析可知 lim
𝑡→∞

𝑧1 = lim
𝑡→∞

𝑧2 = lim
𝑡→∞

𝑥1 = lim
𝑡→∞

𝑥2 = 0．
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�
注记 施加自适应律的闭环系统方程是

¤𝑧1 = −𝑘1𝑧1 + 𝑧2 − 𝜃𝜑

¤𝑧2 = −𝑧1 − 𝑘2𝑧2 + 𝜃
𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝜑

¤̂𝜃 = 𝛾𝜑𝑧1 − 𝛾𝑧2𝜑
𝜕𝛼1

𝜕𝑧1

矩阵形式为 [
¤𝑧1

¤𝑧2

]
=

[
−𝑘1 1
−1 −𝑘2

] [
𝑧1

𝑧2

]
+
[

−𝜑
𝜕𝛼1
𝜕𝑧1
𝜑

]
𝜃

¤̂𝜃 = −𝛾
[
−𝜑 𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝜑

] [ 𝑧1

𝑧2

]

5.4.4 有调节函数（tuning function）的自适应反步法

考虑下述系统
¤𝑥1 = 𝑥2 + 𝜑(𝑥1)𝜃

¤𝑥2 = 𝑥3

¤𝑥3 = 𝑢

(5.17)

其中 𝜃 为未知常数，𝜑(𝑥1)为有界函数，𝜑(0) = 0．

步骤 1:
定义 𝑧1 = 𝑥1，并将 𝑥2 视为控制输入，理想的 𝑥2 为

𝛼1(𝑥1, 𝜃) ≜ −𝑘1𝑥1 − 𝜑(𝑥1)𝜃, 𝑘1 > 0

仍定义 𝑧2 = 𝑥2 − 𝛼1(𝑥1, 𝜃)，同上一节有

¤𝑧1 = 𝑧2 − 𝑘1𝑧1 − 𝜑𝜃

其中 𝜃 ≜ 𝜃 − 𝜃．
考虑候选 Lyapunov函数

𝑉1 =
1
2
𝑧2

1 +
1

2𝛾
𝜃2

其导数为

¤𝑉1 = 𝑧1 ¤𝑧1 +
1
𝛾
𝜃 ¤̂𝜃

= −𝑘1𝑧
2
1 − 𝜑(𝑧1)𝑧1𝜃 + 𝑧1𝑧2 +

1
𝛾
𝜃 ¤̂𝜃

= −𝑘1𝑧
2
1 + 𝑧1𝑧2 +

1
𝛾
𝜃 ( ¤̂𝜃 − 𝛾𝜑(𝑧1)𝑧1)

定义 𝜏1(𝑧1) = 𝑧1𝜑(𝑧1)，称其为调节函数（tuning function）．
步骤 2:
现对 (5.17)的第二个方程进行设计．将 𝑥3 看作虚拟控制输入．定义 𝑧3 = 𝑥3 − 𝛼2(𝑥1, 𝑥2, 𝜃)．
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𝑧2 的动力学表示为

¤𝑧2 = ¤𝑥2 − ¤𝛼1(𝑥1, 𝜃)

= 𝑥3 −
𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
(𝑥2 + 𝜑(𝑧1)𝜃) −

𝜕𝛼1

𝜕𝜃

¤̂𝜃

= 𝑧3 + 𝛼2(𝑥1, 𝑥2, 𝜃) −
𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝑥2 −

𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝜑(𝑧1)𝜃 −

𝜕𝛼1

𝜕𝜃

¤̂𝜃

考虑下述候选合并 Lyapunov函数
𝑉2 = 𝑉1 +

1
2
𝑧2

2

其导数为

¤𝑉2 = ¤𝑉1 + 𝑧2 ¤𝑧2

= −𝑘1𝑧
2
1 + 𝑧1𝑧2 +

1
𝛾
𝜃 ( ¤̂𝜃 − 𝛾𝜏1(𝑧1))

+ 𝑧2

(
𝑧3 + 𝛼2(𝑥1, 𝑥2, 𝜃) −

𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝑥2 −

𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝜑(𝑧1)𝜃 −

𝜕𝛼1

𝜕𝜃

¤̂𝜃
)

设计

𝛼2 = −𝑘2𝑧2 − 𝑧1 +
𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝑥2 +

𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝜑(𝑧1)𝜃 +

𝜕𝛼1

𝜕𝜃
𝛾𝜏2

注意其中的 𝜃 以其估计代之；最后一项新增一个调节函数 𝜏2．这样上面的 ¤𝑉2 就写为

¤𝑉2 = −𝑘1𝑧
2
1 − 𝑘2𝑧

2
2 + 𝑧2𝑧3 +

1
𝛾
𝜃 ( ¤̂𝜃 − 𝛾𝜏1(𝑧1)) + 𝑧2

𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝜑(𝑧1) (𝜃 − 𝜃) − 𝑧2

𝜕𝛼1

𝜕𝜃
( ¤̂𝜃 − 𝛾𝜏2)

= −𝑘1𝑧
2
1 − 𝑘2𝑧

2
2 + 𝑧2𝑧3 +

1
𝛾
𝜃

(
¤̂𝜃 − 𝛾𝜏1(𝑧1) + 𝛾𝑧2

𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝜑(𝑧1)

)
− 𝑧2

𝜕𝛼1

𝜕𝜃
( ¤̂𝜃 − 𝛾𝜏2)

定义调节函数

𝜏2(𝑧1, 𝑧2) = 𝜏1 − 𝑧2
𝜕𝛼1

𝜕𝑧1
𝜑(𝑧1)

则

¤𝑉2 = −𝑘1𝑧
2
1 − 𝑘2𝑧

2
2 + 𝑧2𝑧3 +

1
𝛾
𝜃 ( ¤̂𝜃 − 𝛾𝜏2) − 𝑧2

𝜕𝛼1

𝜕𝜃
( ¤̂𝜃 − 𝛾𝜏2)

步骤 3:

𝑧3 的动力学是

¤𝑧3 = ¤𝑥3 − ¤𝛼2(𝑥1, 𝑥2, 𝜃)

= 𝑢 − 𝜕𝛼2

𝜕𝑥1
¤𝑥1 −

𝜕𝛼2

𝜕𝑥2
¤𝑥2 −

𝜕𝛼2

𝜕𝜃

¤̂𝜃

= 𝑢 − 𝜕𝛼2

𝜕𝑥1
(𝑥2 + 𝜑(𝑥1)𝜃) −

𝜕𝛼2

𝜕𝑥2
𝑥3 −

𝜕𝛼2

𝜕𝜃

¤̂𝜃

考虑下述候选合并 Lyapunov函数
𝑉3 = 𝑉2 +

1
2
𝑧3

2
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其导数为

¤𝑉3 = ¤𝑉2 + 𝑧3 ¤𝑧3

= −𝑘1𝑧
2
1 − 𝑘2𝑧

2
2 + 𝑧2𝑧3 +

1
𝛾
𝜃 ( ¤̂𝜃 − 𝛾𝜏2) − 𝑧2

𝜕𝛼1

𝜕𝜃
( ¤̂𝜃 − 𝛾𝜏2)

+ 𝑧3

(
𝑢 − 𝜕𝛼2

𝜕𝑥1
𝑥2 −

𝜕𝛼2

𝜕𝑥1
𝜑(𝑥1)𝜃 −

𝜕𝛼2

𝜕𝑥2
𝑥3 −

𝜕𝛼2

𝜕𝜃

¤̂𝜃
)

设计

𝑢 = −𝑘3𝑧3 − 𝑧2 +
𝜕𝛼2

𝜕𝑥1
𝑥2 +

𝜕𝛼2

𝜕𝑥2
𝑥3 +

𝜕𝛼2

𝜕𝑥1
𝜑(𝑥1)𝜃 + 𝑢1

注意新增的 𝑢1．于是上面导数变为

¤𝑉3 = ¤𝑉2 + 𝑧3 ¤𝑧3

= −𝑘1𝑧
2
1 − 𝑘2𝑧

2
2 − 𝑘3𝑧

2
3 +

1
𝛾
𝜃 ( ¤̂𝜃 − 𝛾𝜏2) − 𝑧2

𝜕𝛼1

𝜕𝜃
( ¤̂𝜃 − 𝛾𝜏2) + 𝑧3

𝜕𝛼2

𝜕𝑥1
𝜑(𝑥1)(𝜃 − 𝜃) − 𝑧3

𝜕𝛼2

𝜕𝜃

¤̂𝜃 + 𝑧3𝑢1

= −𝑘1𝑧
2
1 − 𝑘2𝑧

2
2 − 𝑘3𝑧

2
3 +

1
𝛾
𝜃

(
¤̂𝜃 − 𝛾𝜏2 + 𝛾𝑧3

𝜕𝛼2

𝜕𝑥1
𝜑(𝑥1)

)
− 𝑧2

𝜕𝛼1

𝜕𝜃
( ¤̂𝜃 − 𝛾𝜏2) + 𝑧3

(
𝑢1 −

𝜕𝛼2

𝜕𝜃

¤̂𝜃
)

类似上一步，定义调节函数

𝜏3 = 𝜏2 − 𝑧3
𝜕𝛼2

𝜕𝑧1
𝜑(𝑧1)

上述导数便可整理为

¤𝑉3 = −𝑘1𝑧
2
1 − 𝑘2𝑧

2
2 − 𝑘3𝑧

2
3 +

1
𝛾
𝜃 ( ¤̂𝜃 − 𝛾𝜏3)

− 𝑧2
𝜕𝛼1

𝜕𝜃

(
¤̂𝜃 − 𝛾𝜏2 + 𝛾𝑧3

𝜕𝛼2

𝜕𝑧1
𝜑(𝑧1) − 𝛾𝑧3

𝜕𝛼2

𝜕𝑧1
𝜑(𝑧1)

)
+ 𝑧3

(
𝑢1 −

𝜕𝛼2

𝜕𝜃

¤̂𝜃
)

= −𝑘1𝑧
2
1 − 𝑘2𝑧

2
2 − 𝑘3𝑧

2
3 +

1
𝛾
𝜃 ( ¤̂𝜃 − 𝛾𝜏3)

− 𝑧2
𝜕𝛼1

𝜕𝜃
( ¤̂𝜃 − 𝛾𝜏3) + 𝛾𝑧2𝑧3

𝜕𝛼1

𝜕𝜃

𝜕𝛼2

𝜕𝑧1
𝜑(𝑧1) + 𝑧3

(
𝑢1 −

𝜕𝛼2

𝜕𝜃

¤̂𝜃
)

于是，设计
¤𝜃 = 𝛾𝜏3

𝑢1 =
𝜕𝛼2

𝜕𝜃

¤̂𝜃 − 𝛾𝑧2
𝜕𝛼1

𝜕𝜃

𝜕𝛼2

𝜕𝑧1
𝜑(𝑧1)

即得
¤𝑉3 = −𝑘1𝑧

2
1 − 𝑘2𝑧

2
2 − 𝑘3𝑧

2
3

类似之前的分析，可得原系统原点渐近稳定．
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6.1 机械臂动力学模型

机械臂的动力学方程（封闭形式）往往写成欧拉-拉格朗日（Euler-Lagrange, EL）方程的
形式．一个 𝑝自由度的系统可以用 EL方程描述如下：

𝑀 (𝑞) ¥𝑞 + 𝐶 (𝑞, ¤𝑞) ¤𝑞 + 𝑔(𝑞) = 𝜏， (6.1)

其中 𝑞 ∈ R𝑝是机械臂关节的广义坐标向量，𝑀 (𝑞) ∈ R𝑝×𝑝是对称正定的惯量矩阵，𝐶 (𝑞, ¤𝑞) ∈ R𝑝

是科氏力和离心力向量，𝑔(𝑞) ∈ R𝑝 是重力向量，𝜏 ∈ R𝑝 是控制力向量．

性质：

1. 𝑀 (𝑞) 正定，且存在正的常数 𝑘𝑚、𝑘𝑚和 𝑘𝐶 使得 𝑘𝑚𝑥
𝑇𝑥 ≤ 𝑥𝑇𝑀𝑥 ≤ 𝑘𝑚𝑥

𝑇𝑥 和 ‖𝐶 (𝑥, 𝑦)𝑧‖ ≤
𝑘𝑐‖𝑦‖‖𝑧‖对所有 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ R𝑝 成立．

2. ¤𝑀 (𝑞) − 2𝐶 (𝑞, ¤𝑞) 是反对称的（skew symmetric）．1

3. 对于所有 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ R𝑝，有 𝑀 (𝑞)𝑦 +𝐶 (𝑞, ¤𝑞)𝑥 + 𝑔(𝑞) = 𝑌 (𝑞, ¤𝑞, 𝑦, 𝑥)Θ，其中 𝑌 (𝑞, ¤𝑞, 𝑦, 𝑥)是回
归子（regressor），Θ是某个常向量．

6.2 位置控制

考虑系统 (6.1)，我们对其进行位置控制．也就是说我们的控制目标是：

𝑞(𝑡) → 𝑞𝑑 , ¤𝑞𝑑 = 0，

其中 𝑞𝑑 为常值，表示期望位置（期望速度 ¤𝑞𝑑 = 0）．

定义位置误差和速度误差：

𝑞(𝑡) ≜ 𝑞(𝑡) − 𝑞𝑑 , ¤̃𝑞(𝑡) ≜ ¤𝑞(𝑡) − ¤𝑞𝑑 = ¤𝑞(𝑡)．

从而 ¥̃𝑞(𝑡) = ¥𝑞(𝑡)．为简化记号，在不引起歧义的前提下，可能省略后续一些函数中的参数．
误差动力学为：

𝑀 (𝑞) ¥̃𝑞 + 𝐶 (𝑞, ¤𝑞) ¤̃𝑞 + 𝑔(𝑞) = 𝜏，

即

𝑀 (𝑞 + 𝑞𝑑) ¥̃𝑞 + 𝐶 (𝑞 + 𝑞𝑑 , ¤̃𝑞) ¤̃𝑞 + 𝑔(𝑞 + 𝑞𝑑) = 𝜏． (6.2)

定义状态变量

𝑥1 = 𝑞,

𝑥2 = ¤̃𝑞，

1称矩阵 𝐴 ∈ R𝑝×𝑝 是反对称的，如果 𝐴 = −𝐴T．由此可以得到，对于所有 𝑥 ∈ R𝑝 都有 𝑥T𝐴𝑥 = 𝑥T𝐴T𝑥 = −𝑥T𝐴𝑥，亦即 𝑥T𝐴𝑥 = 0．
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得到状态空间方程：
¤𝑥1 = 𝑥2

¤𝑥2 = 𝑀−1(𝑥1 + 𝑞𝑑) [𝜏 − 𝐶 (𝑥1 + 𝑞𝑑 , 𝑥2)𝑥2 − 𝑔(𝑥1 + 𝑞𝑑)]．
(6.3)

由于 𝑞𝑑 为常值，等号右侧的表达式中不显含时间 𝑡，从而该系统是自治系统．

利用反馈线性化，可以设计得到如下控制输入：

𝜏 = 𝐶 · 𝑥2 + 𝑔 − 𝑀 (𝐾𝑝𝑞 + 𝐾𝑑
¤̃𝑞)， (6.4)

其中 𝐾𝑝, 𝐾𝑑 均为对称正定阵（回顾一下，这亦记作 𝐾𝑝, 𝐾𝑑 > 0）．从而闭环系统为：
¤𝑥1 = 𝑥2

¤𝑥2 = −𝐾𝑝𝑥1 − 𝐾𝑑𝑥2．

系统稳定，位置误差和速度误差随 𝑡 → ∞趋于 0，位置控制得以实现．

但是，这种设计方法并没有充分利用系统的性质．譬如，考虑到 𝑀 正定，其实 (6.4)中可
删去 𝑀 一项，改写为 𝜏 = 𝐶 · 𝑥2 + 𝑔 − (𝐾𝑝𝑞 + 𝐾𝑑

¤̃𝑞)．而考虑到“ ¤𝑀 (𝑞) − 2𝐶 (𝑞, ¤𝑞) 是反对称的”
这条性质，还可以对控制律进行进一步简化．简化后，我们可采用如下控制输入：

𝜏 = 𝑔(𝑞) − 𝐾𝑝𝑞 − 𝐾𝑑
¤̃𝑞, 𝐾𝑝, 𝐾𝑑 > 0． (6.5)

从而闭环系统为：

𝑀 (𝑞 + 𝑞𝑑) ¥̃𝑞 + 𝐶 (𝑞 + 𝑞𝑑 , ¤̃𝑞) ¤̃𝑞 = −𝐾𝑝𝑞 − 𝐾𝑑
¤̃𝑞． (6.6)

考虑候选 Lyapunov函数
𝑉1 =

1
2
¤̃𝑞T𝑀 ¤̃𝑞．

其沿系统轨线的导数

¤𝑉1 = ¤̃𝑞T𝑀 ¥̃𝑞 + 1
2
¤̃𝑞T ¤𝑀 ¤̃𝑞

= ¤̃𝑞T(−𝐾𝑝𝑞 − 𝐾𝑑
¤̃𝑞 − 𝐶 ¤̃𝑞) + 1

2
¤̃𝑞T ¤𝑀 ¤̃𝑞

= − ¤̃𝑞T𝐾𝑝𝑞 − ¤̃𝑞T𝐾𝑑
¤̃𝑞 + 1

2
¤̃𝑞T( ¤𝑀 − 2𝐶) ¤̃𝑞．

由于 ¤𝑀 (𝑞) − 2𝐶 (𝑞, ¤𝑞) 是反对称的，有
¤𝑉1 = − ¤̃𝑞T𝐾𝑝𝑞 − ¤̃𝑞T𝐾𝑑

¤̃𝑞．

其中，等号右侧第二项 − ¤̃𝑞T𝐾𝑑
¤̃𝑞是恒为负的，但第一项 − ¤̃𝑞T𝐾𝑝𝑞不是．同时，我们选取的 𝑉1本

身也有问题——它只是正半定的：它的表达式中只包含了状态变量的一部分—— ¤̃𝑞，即 𝑥2．因

此我们需要将 𝑥1，也就是 𝑞纳入其中，得到这样的一个候选 Lyapunov函数

𝑉2 = 𝑉1 +
1
2
𝑞T𝐾𝑝𝑞．

其沿系统轨线的导数

¤𝑉 = ¤𝑉1 + ¤̃𝑞T𝐾𝑝𝑞

= − ¤̃𝑞T𝐾𝑑
¤̃𝑞 − ¤̃𝑞T𝐾𝑝𝑞 + 𝑞T𝐾𝑝

¤̃𝑞

= − ¤̃𝑞T𝐾𝑑
¤̃𝑞．
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从而，𝑉2 是正定的， ¤𝑉2 是负半定的．注意到，闭环系统是自治的．我们有

𝐸 ≜ {𝑥 | ¤𝑉 = 0} = {𝑥 |𝑥2 ≡ 0}．

令 𝑥(𝑡)是整体属于 𝐸 的解，那么

𝑥2 ≡ 0 =⇒ ¤𝑥2 ≡ 0 ( ¥̃𝑞 ≡ 0) =⇒ 𝑥1 ≡ 0 （根据 (6.6)）．

因此，唯一可以整体留在 𝐸 中的解就是原点．所以，根据 LaSalle不变集原理（2.30），原点是
渐近稳定的，即 lim

𝑡→∞
𝑞(𝑡) = 𝑞𝑑 且 lim

𝑡→∞
¤𝑞(𝑡) = 0．

至此，我们采用控制律 (6.5)实现了位置控制，控制输入中包含了与重力相关的补偿项以
及 PD控制项．我们能否进一步地简化，只采用 PD控制而不需要重力的补偿项？下面证明，至
少在 (6.3)对应的状态空间原点可作为重力势能的零势能点时，可以做到．换而言之，就是在
目标位置恰为重力势能最低点时，可以不进行与重力有关的补偿．这也很好理解，因为这种情

况下，重力的存在是有利于系统稳定的，自然不需要相应的补偿．其中有一种平凡的情形，那

就是机械臂在水平方向上运动，这自然可以满足条件．当然，这种情形下在最初的方程 (6.1)
中就已经有 𝑔(𝑞) ≡ 0了，所以确实是很平凡的情形．下面是具体的推导．

若采用控制律

𝜏 = −𝐾𝑝𝑞 − 𝐾𝑑
¤̃𝑞, 𝐾𝑝, 𝐾𝑑 > 0， (6.7)

则闭环系统为

𝑀 (𝑞 + 𝑞𝑑) ¥̃𝑞 + 𝐶 (𝑞 + 𝑞𝑑 , ¤̃𝑞) ¤̃𝑞 + 𝑔(𝑞) = −𝐾𝑝𝑞 − 𝐾𝑑
¤̃𝑞．

可考虑候选 Lyapunov函数

𝑉3 ≜ 𝑉2 + 𝑃(𝑞) =
1
2
¤̃𝑞T𝑀 ¤̃𝑞 + 1

2
𝑞T𝐾𝑝𝑞 + 𝑃(𝑞), 𝑃(𝑞) ≥ 0，

其中 𝑃(𝑞)为势能函数，满足 𝑔(𝑞) = 𝜕𝑃 (𝑞)
𝜕𝑞
且 𝑃(𝑞𝑑) = 0．则 𝑉3 沿系统轨线的导数为

¤𝑉3 = ¤̃𝑞T𝑀 ¥̃𝑞 + 1
2
¤̃𝑞T ¤𝑀 ¤̃𝑞 + ¤𝑃(𝑞)

= ¤̃𝑞T(−𝐾𝑝𝑞 − 𝐾𝑑
¤̃𝑞 − 𝐶 ¤̃𝑞 − 𝑔(𝑞)) + 1

2
¤̃𝑞T ¤𝑀 ¤̃𝑞 + ¤𝑃(𝑞)

= − ¤̃𝑞T𝐾𝑝𝑞 − ¤̃𝑞T𝐾𝑑
¤̃𝑞 + 1

2
¤̃𝑞T( ¤𝑀 − 2𝐶) ¤̃𝑞− ¤̃𝑞T𝑔(𝑞) + ¤𝑃(𝑞)

= − ¤̃𝑞T𝐾𝑑
¤̃𝑞− ¤̃𝑞T𝑔(𝑞) + ¤𝑃(𝑞)．

与 𝑉2 沿着原先的闭环系统轨线的导数相比，仅有最后一部分（已用橙色标出）不同．而

¤𝑃(𝑞) =
(
𝜕𝑃(𝑞)
𝜕𝑞

)T

· ¤𝑞 = 𝑔T(𝑞) · ¤𝑞 = ¤𝑞T𝑔(𝑞)，

因此 − ¤̃𝑞T𝑔(𝑞) + ¤𝑃(𝑞)这一项为零．从而， ¤𝑉3 = − ¤̃𝑞T𝐾𝑑
¤̃𝑞，后续推导同之前情形．

问题 6.1 如果系统是 𝑀 (𝑞) ¥𝑞 + 𝐶 (𝑞, ¤𝑞) ¤𝑞 + 𝑔(𝑞) + 𝐷 ¤𝑞 = 𝑢，其中 𝐷 是正半定的（这对于系统

稳定是有帮助的，不应该消去），应该如何设计控制律？
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6.3 跟踪控制

考虑系统 (6.1)，我们尝试对其进行跟踪控制．也就是说我们的控制目标是：

𝑞(𝑡) → 𝑞𝑑 (𝑡), ¤𝑞(𝑡) → ¤𝑞𝑑，

其中 𝑞𝑑 (𝑡), ¤𝑞𝑑 (𝑡), ¥𝑞𝑑 (𝑡)均有界．
定义位置误差和速度误差：

𝑞(𝑡) ≜ 𝑞(𝑡) − 𝑞𝑑 (𝑡), ¤̃𝑞(𝑡) ≜ ¤𝑞(𝑡) − ¤𝑞𝑑 (𝑡)．

从而 ¥̃𝑞(𝑡) = ¥𝑞(𝑡) − ¥𝑞𝑑 (𝑡)．
误差动力学为：

𝑀 (𝑞) ( ¥̃𝑞 + ¥𝑞𝑑 (𝑡)) + 𝐶 (𝑞, ¤𝑞) ( ¤̃𝑞 + ¤𝑞𝑑 (𝑡)) + 𝑔(𝑞) = 𝜏，

即

𝑀 (𝑞) ¥̃𝑞 + 𝐶 (𝑞, ¤𝑞) ¤̃𝑞 = 𝜏 − 𝑀 (𝑞) ¥𝑞𝑑 (𝑡) − 𝐶 (𝑞, ¤𝑞) ¤𝑞𝑑 (𝑡) − 𝑔(𝑞)． (6.8)

设计如下控制输入

𝜏 = 𝑀 ¥𝑞𝑑 + 𝐶 ¤𝑞𝑑 + 𝑔(𝑞) − 𝐾𝑝𝑞 − 𝐾𝑑
¤̃𝑞．

从而闭环系统为：

𝑀 (𝑞 + 𝑞𝑑 (𝑡)) ¥̃𝑞 + 𝐶 (𝑞 + 𝑞𝑑 (𝑡), ¤̃𝑞 + ¤𝑞𝑑 (𝑡)) ¤̃𝑞 = −𝐾𝑝𝑞 − 𝐾𝑑
¤̃𝑞． (6.9)

因为有 𝑞𝑑 (𝑡)和 ¤𝑞𝑑 (𝑡)，所以该系统是非自治系统．考虑候选 Lyapunov函数

𝑉 =
1
2
¤̃𝑞T𝑀 (𝑞) ¤̃𝑞 + 1

2
𝑞T𝐾𝑝𝑞．

与上一小节类似，可得其沿系统轨线的导数为

¤𝑉 = − ¤̃𝑞T𝐾𝑑
¤̃𝑞 ≤ 0．

由于该系统 (6.9)是非自治系统，所以不能使用 LaSalle定理．根据上式， ¤𝑉 负半定，所以
𝑉 (𝑡) ≤ 𝑉 (0)，从而有 ¤̃𝑞, 𝑞 ∈ L∞和 ¤̃𝑞 ∈ L2．

因为 ‖𝐶 (𝑞, ¤𝑞) ¤̃𝑞‖ ≤ 𝐾𝐶 ‖ ¤𝑞‖ · ‖ ¤̃𝑞‖ 且 ¤𝑞𝑑 有界，所以我们可以得到 ¥𝑞 ∈ L∞．从而，我们有
¤̃𝑞 ∈ L2 ∩ L∞和 ¥𝑞 ∈ L∞，根据 Barbalat引理， lim

𝑡→∞
¤̃𝑞 = 0．

可惜，到目前为止，我们仍无法得到关于位置误差 𝑞 渐近行为的任何直接结论．接下来，

我们将用滑模控制、自适应控制、反步法、预设性能控制等方法分析设计，以解决上述跟踪控

制的问题．

6.3.1 滑模控制

定义滑模面

𝑠 ≜ ¤̃𝑞 + 𝜆𝑞 = ¤𝑞 − ( ¤𝑞𝑑 − 𝜆𝑞) = ¤𝑞 − ¤𝑞𝑟 , 𝜆 > 0，

其中辅助变量 ¤𝑞𝑟 ≜ ¤𝑞𝑑 − 𝜆𝑞．那么，我们能够得到

𝑀 (𝑞) ( ¤𝑠 + ¥𝑞𝑟 ) + 𝐶 (𝑞, ¤𝑞) (𝑠 + ¤𝑞𝑟 ) + 𝑔(𝑞) = 𝜏，
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亦即

𝑀 (𝑞) ¤𝑠 + 𝐶 (𝑞, ¤𝑞)𝑠 = 𝜏 − 𝑔(𝑞) − 𝑀 (𝑞) ¥𝑞𝑟 − 𝐶 (𝑞, ¤𝑞) ¤𝑞𝑟． (6.10)

这个系统关于 𝑠是一阶的．

设计如下控制输入：

𝜏 = 𝑔(𝑞) − 𝐾𝑠 + 𝑀 (𝑞) ¥𝑞𝑟 + 𝐶 (𝑞, ¤𝑞) ¤𝑞𝑟， (6.11)

其中 𝐾 是正定的．那么采用了 (6.11)的 (6.10)所得的闭环系统如下：

𝑀 (𝑞) ¤𝑠 + 𝐶 (𝑞, ¤𝑞)𝑠 = −𝐾𝑠． (6.12)

考虑候选 Lyapunov函数
𝑉 =

1
2
𝑠T𝑀 (𝑞)𝑠．

其沿系统轨线的导数为

¤𝑉 = 𝑠T𝑀 ¤𝑠 + 1
2
𝑠T ¤𝑀𝑠

= −𝑠T(𝐶𝑠 + 𝐾𝑠) + 1
2
𝑠T ¤𝑀𝑠

= −𝑠T𝐾𝑠 + 1
2
𝑠T( ¤𝑀 − 2𝐶)𝑠

= −𝑠T𝐾𝑠，

从而 ¤𝑉 是负定的．因此，原点 𝑠 = 0是全局一致指数稳定的， lim
𝑡→∞

𝑠(𝑡) = 0．回顾一下，系统
¤̃𝑞 = −𝜆𝑞 + 𝑠 (𝜆 > 0)是输入-状态稳定的（将 𝑠视为输入）．在系统状态趋于滑模面 𝑠 = 0时，系
统状态也趋于 0．因此， lim

𝑡→∞
𝑞(𝑡) = lim

𝑡→∞
¤̃𝑞(𝑡) = 0．系统稳定，位置误差与速度误差随 𝑡 → ∞趋

于 0，跟踪控制得以实现．

问题 6.2 若系统中存在扰动，例如，系统为

𝑀 (𝑞) ¥𝑞 + 𝐶 (𝑞, ¤𝑞) ¤𝑞 + 𝑔(𝑞) = 𝜏 + 𝑑 (𝑡)，

其中 ‖𝑑 (𝑡)‖ ≤ 𝑑max，那么我们应该如何设计控制输入？

提示 根据之前滑模控制的讨论，我们可以改用这样的控制输入：

𝜏 = −𝑘 sgn(𝑠) + 𝑔(𝑞) + 𝑀 ¥𝑞𝑟 + 𝐶 ¤𝑞𝑟．

问题 6.3 进一步地，如果上一个问题中的 𝑑max 未知，或者扰动项 𝑑 (𝑡) 满足的是

‖𝑑 (𝑡)‖ ≤ 𝑑max(1 + ‖𝑞‖2 + ‖ ¤𝑞‖)，

那么应该采用怎样的控制输入？

提示 将 𝐾 改为 𝐾̂ (𝑡)，采用自适应控制．

6.3.2 自适应滑模控制

我们接着上一小节的滑模控制展开讨论．如果存在参数不确定性，那么 (6.11)就无法实现．
利用 6.1中提到的第三条性质——这条我们之前一直没有展开讨论的性质，可以得到：

𝑀 (𝑞) ¥𝑞𝑟 + 𝐶 (𝑞, ¤𝑞) ¤𝑞𝑟 + 𝑔(𝑞) = 𝑌 (𝑞, ¤𝑞, ¥𝑞𝑟 , ¤𝑞𝑟 )Θ．
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这条性质告诉我们，可以用参数 Θ来刻画系统动力学．从而根据 (6.10)，系统的动力学可写作

𝑀 (𝑞) ¤𝑠 + 𝐶 (𝑞, ¤𝑞)𝑠 + 𝑔(𝑞) = 𝜏 − 𝑌 (𝑞, ¤𝑞, ¥𝑞𝑟 , ¤𝑞𝑟 )Θ (6.13)

如果我们能够知道 Θ的确切值，也就能确定系统的动力学，从而实现如 (6.11)这样的控制律．
而如果我们不知道 Θ，那么我们可以对其进行估计，利用自适应控制实现跟踪控制．这里我们

设计如下控制输入：

𝜏 = −𝐾𝑠 + 𝑌 (𝑞, ¤𝑞, ¥𝑞𝑟 , ¤𝑞𝑟 )Θ̂， (6.14)

其中 Θ̂的动力学待设计（见下文的 (6.16)）．将 (6.14)代入 (6.13)，得到闭环系统如下：

𝑀 ¤𝑠 + 𝐶𝑠 = −𝐾𝑠 + 𝑌Θ̃， (6.15)

其中 Θ̃ ≜ Θ̂ − Θ．考虑候选 Lyapunov函数

𝑉 =
1
2
𝑠T𝑀𝑠 + 1

2
Θ̃TΓ−1Θ̃, Γ > 0．

其沿系统 (6.15)轨线的导数

¤𝑉 = 𝑠T𝑀 ¤𝑠 + 1
2
𝑠T ¤𝑀𝑠 + Θ̃TΓ−1 ¤̃Θ

= −𝑠T𝐾𝑠 + 𝑠T𝑌Θ̃ + Θ̃TΓ−1 ¤̂Θ

= −𝑠T𝐾𝑠 + Θ̃T𝑌T𝑠 + Θ̃TΓ−1 ¤̂Θ

= −𝑠T𝐾𝑠 + Θ̃TΓ−1Γ𝑌T𝑠 + Θ̃𝑇Γ−1 ¤̂Θ

= −𝑠T𝐾𝑠 + Θ̃TΓ−1(Γ𝑌T𝑠 + ¤̂Θ)．

故设计自适应律为
¤̂Θ = −Γ𝑌T𝑠， (6.16)

可得 ¤𝑉 = −𝑠T𝐾𝑠 ≤ 0（NSD），这意味着 𝑉 (𝑡) ≤ 𝑉 (0) 且 𝑠, Θ̃ ∈ L∞．根据 Barbalat引理，我们可
以得到 lim

𝑡→∞
𝑠(𝑡) = 0．后续推导与上一小节 6.3.1类似．

问题 6.4 与上一小节的问题类似，如果系统存在扰动，应该如何设计自适应控制律？

提示 设计鲁棒自适应控制律，如采用死区修正、𝜎-修正、𝑒-修正、自适应 𝜎-修正、基于投影
的自适应控制等．

6.3.3 反步法滑模控制

考虑如下的机械臂动力学：

𝑀 (𝑞) ¥𝑞 + 𝐶 (𝑞, ¤𝑞) ¤𝑞 + 𝑔(𝑞) + 𝐾 (𝑞 − 𝜃) = 0

𝐽 ¥𝜃 + 𝐾 (𝜃 − 𝑞) = 𝑢，

其中向量 𝑞 ∈ R𝑝 和 𝜃 ∈ R𝑝 分别表示关节位置和电机转角，𝐾 是用以表示关节挠度的正定对角

阵，𝐽 是用以表示执行器惯量的正定对角阵．
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定义 𝑥1 = 𝜃, 𝑥2 = ¤𝜃．上述系统动力学可描述为

𝑀 ¥𝑞 + 𝐶 ¤𝑞 + 𝑔(𝑞) + 𝐾𝑞 = 𝐾𝑥1 (6.17)

¤𝑥1 = 𝑥2

¤𝑥2 = −𝐽−1𝐾 (𝑥1 − 𝑞) + 𝐽−1𝑢

我们的控制目标是：

𝑞(𝑡) → 𝑞𝑑 (𝑡), ¤𝑞(𝑡) → ¤𝑞𝑑 (𝑡)，

其中 𝑞𝑑 (𝑡), ¤𝑞𝑑 (𝑡), ¥𝑞𝑑 (𝑡)有界．

定义误差和辅助变量：

𝑞(𝑡) = 𝑞(𝑡) − 𝑞𝑑 (𝑡), ¤̃𝑞(𝑡) = ¤𝑞(𝑡) − ¤𝑞𝑑 (𝑡)

¤𝑞𝑟 = ¤𝑞𝑑 − 𝜆𝑞, 𝑠 = ¤̃𝑞 + 𝜆𝑞 = ¤𝑞 − ¤𝑞𝑟
从而，(6.17)可改写为：

𝑀 ¤𝑠 + 𝐶𝑠 = 𝐾𝑥1 − 𝐾𝑞 − 𝑀 ¥𝑞𝑟 − 𝐶 ¤𝑞𝑟 − 𝑔(𝑞)

第一步：

为 𝑥1 设计反馈控制输入以使原点 𝑠 = 0稳定．取

𝜙1 = 𝐾
−1(𝑀 ¥𝑞𝑟 + 𝐶 ¤𝑞𝑟 + 𝑔(𝑞) − 𝐾1𝑠) + 𝑞, 𝐾1 > 0

定义 𝑦1 = 𝑥1 − 𝜙1，于是我们有

𝑀 ¤𝑠 + 𝐶𝑠 = −𝐾1𝑠 + 𝐾𝑦1 (6.18)

考虑如下候选 Lyapunov函数：
𝑉1 =

1
2
𝑠T𝑀𝑠

其沿系统轨线的导数为
¤𝑉1 = −𝑠T𝐾1𝑠 + 𝑠T𝐾𝑦1

第二步：

𝑦1 的动力学为：

¤𝑦1 = ¤𝑥1 − ¤𝜙1 = 𝑥2 − ¤𝜙1

考虑如下候选 Lyapunov函数：
𝑉2 = 𝑉1 +

1
2
𝑦T

1𝐾𝑦1

其沿系统轨线的导数为

¤𝑉2 = ¤𝑉1 + 𝑦T
1𝐾 ¤𝑦1

= −𝑠T𝐾1𝑠 + 𝑠T𝐾𝑦1 + 𝑦T
1𝐾 ¤𝑦1

= −𝑠T𝐾1𝑠 + 𝑦T
1𝐾 ( ¤𝑦1 + 𝑠)

= −𝑠T𝐾1𝑠 + 𝑦T
1𝐾 (𝑥2 − ¤𝜙1 + 𝑠)
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为 𝑥2 设计反馈控制输入以使 𝑦1 = 0稳定．取

𝜙2 = ¤𝜙1 − 𝑠 − 𝑦1

定义 𝑦2 = 𝑥2 − 𝜙2，于是我们有

¤𝑉2 = −𝑠T𝐾1𝑠 + 𝑦T
1𝐾 (𝑦2 − 𝑦1)

= −𝑠T𝐾1𝑠 − 𝑦T
1𝐾𝑦1 + 𝑦T

1𝐾𝑦2

第三步：

𝑦2 的动力学为：

¤𝑦2 = ¤𝑥2 − ¤𝜙2

= −𝐽−1𝐾 (𝑥1 − 𝑞) + 𝐽−1𝑢 − ¤𝜙2

考虑如下候选 Lyapunov函数：
𝑉3 = 𝑉2 +

1
2
𝑦T

2𝐾𝑦2

其沿系统轨线的导数为

¤𝑉3 = ¤𝑉2 + 𝑦T
2𝐾 ¤𝑦2

= − 𝑠T𝐾1𝑠 − 𝑦T
1𝐾𝑦1 + 𝑦T

2𝐾𝑦1

+ 𝑦T
2𝐾 (−𝐽−1𝐾 (𝑥1 − 𝑞) + 𝐽−1𝑢 − ¤𝜙2)

设计控制输入

𝑢 = 𝐾 (𝑥1 − 𝑞) + 𝐽 ( ¤𝜙2 − 𝑦1 − 𝑦2)

可得
¤𝑉3 = −𝑠T𝐾1𝑠 − 𝑦T

1𝐾𝑦1 − 𝑦T
2𝐾𝑦2 ≤ 0 (ND)

根据 Lyapunov稳定性定理， lim
𝑡→∞

𝑠(𝑡) = lim
𝑡→∞

𝑦1(𝑡) = lim
𝑡→∞

𝑦2(𝑡) = 0．系统稳定．

6.3.4 预设性能控制

待补充．
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各条目按照汉语拼音排序．部分条目下有若干子条目，子条目中用波浪线“∼”指代其所
属的条目．例如，“平衡点（equilibrium point）”条目下的“孤立 �（isolated）”，即表示“孤立
平衡点”（isolated equilibrium point）．

B
Barbalat引理，31
Barbashin-Krasovskii定理，16
不变集（invariant set），17
不稳定的（unstable），7, 25

E
二次型（quadratic form），11

F
反步法（backstepping），72
自适应 ∼，74

非自治（或非驻定，nonautonomous），3
负半定的（negative semidefinite），10, 27
负定的（negative definite），10, 27

J
极限环（limit cycle），8, 17
渐弱的（decrescent），27
径向无界（radial unboundness），16, 27

K
K 类函数，24, 27
K∞类函数，24
KL 类函数，24, 27

L
LaSalle-Yoshizawa定理，33
LaSalle不变集原理，18
Lipschitz条件
局部 ∼，5
全局 ∼，5

Lyapunov函数，12
Lyapunov稳定性定理
非自治系统的 ∼，28
自治系统的 ∼，12

类 Lyapunov定理（Lyapunov-like theorem），
32

M
模型参考自适应控制（Model Reference

Adaptive Control，MRAC），41, 42

N
Nussbaum增益，53

P
平衡点（equilibrium point），6
孤立 ∼（isolated），6

S
输入-状态稳定（input-to-state stable），37

T
调节函数（tuning function），78

W
稳定的（stable），7, 25
渐近 ∼（asymptotically），7, 25
临界 ∼（marginally），7
全局一致渐近 ∼（globally uniformly

asymptotically），26, 27
一致 ∼（uniformly），25, 27
一致渐近 ∼（uniformly asymptotically），

25, 27
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指数 ∼（exponentially），7

Y
雅可比矩阵（Jacobian），21, 22
一致连续的（uniformly continuous），31
一致最终有界的（uniformly ultimately

bounded），35

Z
正半定（positive semidefinite），10, 27
正定（positive definite），10, 27
自调节控制器（Self-Tuning Controller，

STC），41
自治（或驻定，autonomous），3
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问题 4.1解：

仍定义参考模型如式 (4.4)．提出下述控制律：

𝑢 = 𝑘̂1(𝑡)𝑥 + 𝑘̂2(𝑡)𝑢𝑐 − 𝜑(𝑥)𝜃1(𝑡)

代入 (4.14)得到闭环系统方程

¤𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑘̂1(𝑡)𝑥 + 𝑏𝑘̂2(𝑡)𝑢𝑐 − 𝜑(𝑥) (𝑏𝜃1(𝑡) − 𝜃)

类似上一小节对于理想情形的推导，可得与 (4.6)一样的 𝑘∗1, 𝑘
∗
2．仍定义 𝑒 = 𝑥 − 𝑥ref，结合 (4.4)

与上式，误差动力学可写为

¤𝑒 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑘̂1(𝑡)𝑥 + 𝑏𝑘̂2(𝑡)𝑢𝑐 − 𝜑(𝑥) (𝑏𝜃1(𝑡) − 𝜃) + 𝑎ref𝑥ref − 𝑏ref𝑢𝑐

= (𝑎ref + 𝑎)𝑥 + 𝑏𝑘̂1(𝑡)𝑥 + (𝑏𝑘̂2(𝑡) − 𝑏ref)𝑢𝑐 − 𝜑(𝑥) (𝑏𝜃1(𝑡) − 𝜃) − 𝑎ref (𝑥 − 𝑥ref)

= 𝑏( 𝑘̂1(𝑡) − 𝑘∗1)𝑥 + 𝑏( 𝑘̂2(𝑡) − 𝑘∗2)𝑢𝑐 − 𝜑(𝑥)(𝑏𝜃1(𝑡) − 𝜃) − 𝑎ref𝑒

= −𝑎ref𝑒 + 𝑏𝑘̃1𝑥 + 𝑏𝑘̃2𝑢𝑐 − 𝑏𝜑𝜃 (A.1)

其中定义了三个参数估计误差 𝑘̃1 ≜ 𝑘̂1(𝑡) − 𝑘∗1， 𝑘̃2 ≜ 𝑘̂2(𝑡) − 𝑘∗2 和 𝜃 ≜ 𝜃1(𝑡) − 𝜃
𝑏
．

同样考察下述候选 Lyapunov函数

𝑉 =
1
2
𝑒2 + |𝑏 |

2𝛾1
𝑘̃2

1 +
|𝑏 |
2𝛾2

𝑘̃2
2 +

|𝑏 |
2𝛾3

𝜃2

其中 𝛾1, 𝛾2, 𝛾3 > 0.

沿 (A.1)的状态轨线，求其对时间的导数得

¤𝑉 = 𝑒 ¤𝑒 + |𝑏 |
𝛾1
𝑘̃1

¤̂𝑘1 +
|𝑏 |
𝛾2
𝑘̃2

¤̂𝑘2 +
|𝑏 |
𝛾3
𝜃 ¤̂𝜃1

= −𝑎ref𝑒
2 + 𝑏𝑘̃1𝑥𝑒 + 𝑏𝑘̃2𝑢𝑐𝑒 − 𝑏𝜑𝜃𝑒 +

|𝑏 |
𝛾1
𝑘̃1

¤̂𝑘1 +
|𝑏 |
𝛾2
𝑘̃2

¤̂𝑘2 +
|𝑏 |
𝛾3
𝜃 ¤̂𝜃1

= −𝑎ref𝑒
2 + |𝑏 |

𝛾1
𝑘̃1

( ¤̂𝑘1 + 𝛾1sgn(𝑏)𝑥𝑒
)
+ |𝑏 |
𝛾2
𝑘̃2

( ¤̂𝑘2 + 𝛾2sgn(𝑏)𝑢𝑐𝑒
)
+ |𝑏 |
𝛾3
𝜃
( ¤̂𝜃1 − 𝛾3sgn(𝑏)𝜑𝑒

)
则选取

¤̂𝑘1 = −𝛾1 sgn(𝑏)𝑥𝑒, ¤̂𝑘2 = −𝛾2 sgn(𝑏)𝑢𝑐𝑒, ¤̂𝜃1 = 𝛾3 sgn(𝑏)𝜑𝑒

即得
¤𝑉 = −𝑎ref𝑒

2 ≤ 0

剩余步骤同此问题之前的例子．

问题 4.4解：

假设满足 (4.30)的 𝐾∗
1 , 𝐾

∗
2 存在．设计控制律

𝑢 = 𝐾̂1(𝑡)𝑥 + 𝐾̂2(𝑡)𝑢𝑐 − Θ̂Φ(𝑥)
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代入 (4.37)可得

¤𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵Λ(𝐾̂1(𝑡)𝑥 + 𝐾̂2(𝑡)𝑢𝑐 − Θ̂Φ) + 𝐵ΛΘΦ + 𝐴ref𝑥 + 𝐵ref𝑢𝑐 − 𝐴ref𝑥 − 𝐵ref𝑢𝑐

= 𝐴ref𝑥 + 𝐵ref𝑢𝑐 + (𝐴 + 𝐵Λ𝐾̂1(𝑡) − 𝐴ref)𝑥 + (𝐵Λ𝐾̂2(𝑡) − 𝐵ref)𝑢𝑐 − (𝐵ΛΘ̂Φ − 𝐵ΛΘΦ)

= 𝐴ref𝑥 + 𝐵ref𝑢𝑐 + 𝐵Λ𝐾̃1𝑥 + 𝐵Λ𝐾̃2𝑢𝑐 − 𝐵ΛΘ̃Φ (A.2)

其中的参数估计误差 𝐾̃1 ≜ 𝐾̂1−𝐾∗
1 , 𝐾̃2 ≜ 𝐾̂2−𝐾∗

2 , Θ̃ ≜ Θ̂ − Θ．

定义跟踪误差 𝑒 ≜ 𝑥 − 𝑥ref．根据 (4.29)和 (A.2)，写出误差动力学

¤𝑒 = 𝐴ref𝑒 + 𝐵Λ𝐾̃1𝑥 + 𝐵Λ𝐾̃2𝑢𝑐 − 𝐵ΛΘ̃Φ (A.3)

考虑如下候选 Lyapunov函数

𝑉 = 𝑒T𝑃𝑒 + tr(𝐾̃T
1 Λ𝐾̃1) + tr(𝐾̃T

2 Λ𝐾̃2) + tr(Θ̃TΛΘ̃) (A.4)

求其导数得

¤𝑉 = 𝑒T𝑃 ¤𝑒 + ¤𝑒T𝑃𝑒 + 2 tr{𝐾̃T
1
¤̂𝐾1} + 2 tr{𝐾̃T

2
¤̂𝐾2} + 2 tr{Θ̃TΛ ¤̂Θ}

= 𝑒T𝑃(𝐴ref𝑒 + 𝐵Λ𝐾̃1𝑥 + 𝐵Λ𝐾̃2𝑢𝑐 − 𝐵ΛΘ̃Φ) + (𝐴ref𝑒 + 𝐵Λ𝐾̃1𝑥 + 𝐵Λ𝐾̃2𝑢𝑐 − 𝐵ΛΘ̃Φ)T𝑃𝑒

+ 2 tr{𝐾̃T
1 Λ

¤̂𝐾1} + 2 tr{𝐾̃T
2 Λ

¤̂𝐾2} + 2 tr{Θ̃TΛ ¤̂Θ}

= 𝑒T(𝐴T
ref𝑃 + 𝑃𝐴ref)𝑒 + 2𝑒T𝑃𝐵Λ𝐾̃1𝑥 + 2𝑒T𝑃𝐵Λ𝐾̃2𝑢𝑐 − 2𝑒T𝑃𝐵ΛΘ̃Φ

+ 2 tr{𝐾̃T
1
¤̂𝐾1} + 2 tr{𝐾̃T

2
¤̂𝐾2} + 2 tr{Θ̃TΛ ¤̂Θ}

= −𝑒T𝑄𝑒 + 2 tr{𝐾̃T
1 Λ𝐵

T𝑃𝑒𝑥T} + 2 tr{𝐾̃T
2 Λ𝐵

T𝑃𝑒𝑢T
𝑐 } − 2 tr{Θ̃TΛ𝐵T𝑃𝑒ΦT}

+ 2 tr{𝐾̃T
1 Λ

¤̂𝐾1} + 2 tr{𝐾̃T
2 Λ

¤̂𝐾2} + 2 tr{Θ̃TΛ ¤̂Θ} (A.5)

其中最后一行的转化参看 (4.35)．

选取
¤̂𝐾1 = −𝐵T𝑃𝑒𝑥T, ¤̂𝐾2 = −𝐵T𝑃𝑒𝑢T

𝑐 ,
¤̂Θ = 𝐵T𝑃𝑒ΦT

即可消去 (A.5)最后六项．这样就有

¤𝑉 = −𝑒T𝑄𝑒 ≤ 0

后续分析同 4.3节．

问题 5.1解：

设计滑模面 𝑠 = 𝑥2 + 𝜆𝑥1 = 0, 𝜆 > 0，𝑠的动力学是 ¤𝑠 = ¤𝑥2 + 𝜆 ¤𝑥1 = 𝑢 + 𝑑 (𝑡) + 𝜆𝑥2．

定义 Φ(𝑥) = 1 + ‖𝑥1‖ + ‖𝑥2‖2 ≥ 1．可以设计（其中 𝑘̂ 是对 𝑘 的估计．注意，只能估计 𝑑max

（常值），而不能估计含各状态的乘积项；最后一项的作用类似于之前 𝑘̃ 中的 𝜂）

𝑢 = −𝜆𝑥2 − 𝑘̂Φ(𝑥) sgn(𝑠) − 𝜂 sgn(𝑠)

这样，𝑠的动力学就变为 ¤𝑠 = 𝑑 (𝑡) − 𝑘̂Φ(𝑥) sgn(𝑠) − 𝜂 sgn(𝑠)．

定义 𝑘̃ = 𝑘̂ − 𝑑max．考虑如下候选 Lyapunov函数

𝑉 =
1
2
𝑠2 + 1

2𝛾
𝑘̃2, 𝛾 > 0,
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求其导数得（注意第三行凑出误差 𝑘̃ 的形式）

¤𝑉 = 𝑠 ¤𝑠 + 1
𝛾
𝑘̃ ¤̂𝑘

= 𝑠(𝑑 (𝑡) − 𝑘̂Φ(𝑥) sgn(𝑠) − 𝜂 sgn(𝑠)) + 1
𝛾
𝑘̃ ¤̂𝑘

≤ 𝑑maxΦ(𝑥) |𝑠 | − 𝑘̂Φ(𝑥) |𝑠 | − 𝜂 |𝑠 | + 1
𝛾
𝑘̃ ¤̂𝑘

= −|𝑠 |Φ(𝑥) 𝑘̃ + 1
𝛾
𝑘̃ ¤̂𝑘 − 𝜂 |𝑠 |

=
1
𝛾
𝑘̃ ( ¤̂𝑘 − 𝛾 |𝑠 |Φ(𝑥)) − 𝜂 |𝑠 |

则取 ¤̂𝑘 = 𝛾 |𝑠 |Φ(𝑥)，就有 ¤𝑉 = −𝜂 |𝑠 |，之后的分析同 5.3.4节其他各例．

问题 5.2解：

考虑下述系统

¤𝑥1 = −𝑥3
1 + 𝑥2 + sin 𝑥1

¤𝑥2 = cos 𝑥2 − 𝑥2
2 + 𝑥3

¤𝑥3 = 𝑢 + cos 𝑥1 + 𝑥2
2

步骤 1:

定义 𝑧1 = 𝑥1，将 𝑥2 看作控制输入．设计“理想的”𝑥2

Φ1(𝑥1) = − sin 𝑥1

并定义状态变换（“真实的”𝑥2 减去“理想的”𝑥2）

𝑧2 ≜ 𝑥2 −Φ1(𝑥1) = 𝑥2 + sin 𝑥1

于是 𝑧1 的动力学写为

¤𝑧1 = ¤𝑥1

= −𝑥3
1 + 𝑥2 + sin 𝑥1

= −𝑧3
1 + 𝑧2

考虑如下候选 Lyapunov函数
𝑉1(𝑧1) =

1
2
𝑧2

1

求其导数得到

¤𝑉1 = 𝑧1 ¤𝑧1 = −𝑧4
1 + 𝑧1𝑧2

步骤 2:

𝑧2 的动力学写为

¤𝑧2 = ¤𝑥2 + ¤𝑥1 cos 𝑥1

= cos 𝑥2 − 𝑥2
2 + 𝑥3 + (−𝑥3

1 + 𝑥2 + sin 𝑥1) cos 𝑥1
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考察下列候选合并 Lyapunov函数

𝑉2(𝑧1, 𝑧2) = 𝑉1(𝑧1) +
1
2
𝑧2

2

求其导数得

¤𝑉2 = ¤𝑉1 + 𝑧2 ¤𝑧2

= −𝑧4
1 + 𝑧1𝑧2 + 𝑧2(cos 𝑥2 − 𝑥2

2 + 𝑥3 + (−𝑥3
1 + 𝑥2 + sin 𝑥1) cos 𝑥1)

则可设计“理想的”𝑥3

Φ2(𝑥1, 𝑥2) = −𝑧1 − 𝑧2 − cos 𝑥2 + 𝑥2
2 − (−𝑥3

1 + 𝑥2 + sin 𝑥1) cos 𝑥1

= −𝑥1 − 𝑥2 − sin 𝑥1 − cos 𝑥2 + 𝑥2
2 − (−𝑥3

1 + 𝑥2 + sin 𝑥1) cos 𝑥1

定义状态变换

𝑧3 = 𝑥3 −Φ2(𝑥1, 𝑥2)

于是可得
¤𝑉2 = −𝑧4

1 + 𝑧1𝑧2 + 𝑧2(𝑧3 − 𝑧1 − 𝑧2) = −𝑧4
1 − 𝑧2

2 + 𝑧2𝑧3

步骤 3:

𝑧3 的动力学写为

¤𝑧3 = ¤𝑥3 −
𝜕Φ2(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑥1
¤𝑥1 −

𝜕Φ2(𝑥1, 𝑥2)
𝜕𝑥2

¤𝑥2

考虑合并 Lyapunov函数

𝑉𝑐 = 𝑉2 +
1
2
𝑧2

3

根据上述控制律，其导数为

¤𝑉𝑐 = −𝑧4
1 − 𝑧2

2 + 𝑧2𝑧3 + 𝑧3

(
¤𝑥3 −

𝜕Φ2(𝑥1, 𝑥2)
𝜕𝑥1

¤𝑥1 −
𝜕Φ2(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑥2
¤𝑥2

)
= −𝑧4

1 − 𝑧2
2 + 𝑧2𝑧3 + 𝑧3

(
𝑢 + cos 𝑥1 + 𝑥2

2 −
𝜕Φ2(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑥1
¤𝑥1 −

𝜕Φ2(𝑥1, 𝑥2)
𝜕𝑥2

¤𝑥2

)
这样，选取

𝑢 = −𝑧2 − 𝑧3 − cos 𝑥1 − 𝑥2
2 +

𝜕Φ2(𝑥1, 𝑥2)
𝜕𝑥1

¤𝑥1 +
𝜕Φ2(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑥2
¤𝑥2

= −𝑧2 − 𝑧3 − cos 𝑥1 − 𝑥2
2 +

𝜕Φ2(𝑥1, 𝑥2)
𝜕𝑥1

(−𝑥3
1 + 𝑥2 + sin 𝑥1) +

𝜕Φ2(𝑥1, 𝑥2)
𝜕𝑥2

(cos 𝑥2 − 𝑥2
2 + 𝑥3)

即可得到 ¤𝑉𝑐 = −𝑧4
1 − 𝑧2

2 − 𝑧2
3，其为负定．接下来类似该问题之前的推导即可．

问题 6.1解：

定义位置误差和速度误差：

𝑞(𝑡) ≜ 𝑞(𝑡) − 𝑞𝑑 , ¤̃𝑞(𝑡) ≜ ¤𝑞(𝑡) − ¤𝑞𝑑 = ¤𝑞(𝑡)．

从而 ¥̃𝑞(𝑡) = ¥𝑞(𝑡)．为简化记号，在不引起歧义的前提下，可能省略后续一些函数中的参数．

误差动力学为：

𝑀 (𝑞) ¥̃𝑞 + 𝐶 (𝑞, ¤𝑞) ¤̃𝑞 + 𝐷 ¤̃𝑞 + 𝑔(𝑞) = 𝜏，
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可采用如下控制输入：

𝜏 = 𝑔(𝑞) − 𝐾𝑝𝑞 − 𝐾𝑑
¤̃𝑞, 𝐾𝑝, 𝐾𝑑 > 0， (A.6)

从而闭环系统为：

𝑀 (𝑞) ¥̃𝑞 + 𝐶 (𝑞, ¤𝑞) ¤̃𝑞 + 𝐷 ¤̃𝑞 = −𝐾𝑝𝑞 − 𝐾𝑑
¤̃𝑞． (A.7)

考虑候选 Lyapunov函数
𝑉 =

1
2
¤̃𝑞T𝑀 ¤̃𝑞 + 1

2
𝑞T𝐾𝑝𝑞，

其沿系统轨线的导数

¤𝑉 = ¤̃𝑞T𝑀 ¥̃𝑞 + 1
2
¤̃𝑞T ¤𝑀 ¤̃𝑞 + ¤̃𝑞T𝐾𝑝

¤̃𝑞

= ¤̃𝑞T(−𝐾𝑝𝑞 − 𝐾𝑑
¤̃𝑞 − 𝐶 ¤̃𝑞 − 𝐷 ¤̃𝑞) + 1

2
¤̃𝑞T ¤𝑀 ¤̃𝑞 + ¤̃𝑞T𝐾𝑝

¤̃𝑞

= − ¤̃𝑞T𝐾𝑑
¤̃𝑞 + 1

2
¤̃𝑞T( ¤𝑀 − 2𝐶) ¤̃𝑞 − ¤̃𝑞T𝐷 ¤̃𝑞

= − ¤̃𝑞T𝐾𝑑
¤̃𝑞 − ¤̃𝑞T𝐷 ¤̃𝑞

从而，𝑉 是正定的， ¤𝑉 是负半定的．接下来类似 6.2节利用 LaSalle不变集原理（2.30），即可
说明原点是渐近稳定的，即 lim

𝑡→∞
𝑞(𝑡) = 𝑞𝑑 且 lim

𝑡→∞
¤𝑞(𝑡) = 0．
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考虑系统

¤𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵Λ(𝑢 + ΘΦ(𝑥)) + 𝜉 (𝑡)， (B.1)

其中状态 𝑥 ∈ R𝑛，控制输入 𝑢 ∈ R𝑚，矩阵 𝐵 ∈ R𝑛×𝑚 已知，矩阵 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 和 Λ ∈ R𝑚×𝑚 未知，

Λ是对角正定阵，矩阵对 (𝐴, 𝐵Λ) 能控，Φ(𝑥) ∈ R𝑛 是连续且已知的函数，未知常值参数矩阵

Θ ∈ R𝑛×𝑚，𝜉 (𝑡) ∈ R𝑛 是时变而一致有界的扰动（‖𝜉 (𝑡)‖ ≤ 𝑑max）．可采用如下自适应控制律：

𝑢 = 𝐾̂ (𝑡)𝑥 − Θ̂Φ(𝑥),
¤̂𝐾 = −Γ1(𝐵T𝑃𝑥𝑥T + Σ1𝐾̂),
¤̂Θ = Γ2(𝐵T𝑃𝑥Φ(𝑥)T − Σ2Θ̂)，

其中，Γ1, Γ2, Σ1, Σ2 均为对角正定阵．

证明 考虑理想系统——即 (B.1)中各参数均已知且 𝜉 (𝑡) ≡ 0，则可设计理想控制律

𝑢 = 𝐾∗𝑥 − ΘΦ(𝑥)，

其中 𝐾∗ ∈ R𝑚×𝑛．从而，闭环系统可写为

¤𝑥 = (𝐴 + 𝐵Λ𝐾∗)𝑥．

记

𝐴 + 𝐵Λ𝐾∗ ≜ 𝐴∗，

系统稳定条件为 𝐴∗是 Hurwitz的．由于 (𝐴, 𝐵Λ)能控，我们总可以选取到合适的 𝐾∗实现系统

的稳定．

对于非理想系统 (B.1)，我们设计控制律

𝑢 = 𝐾̂ (𝑡)𝑥 − Θ̂(𝑡)Φ(𝑥)，

其中 𝐾̂ 和 Θ̂是对参数 𝐾∗和 Θ的估计．记

𝐾̃ (𝑡) ≜ 𝐾̂ (𝑡) − 𝐾∗, Θ̃(𝑡) ≜ Θ̂(𝑡) − Θ，

则闭环系统可写作

¤𝑥 =𝐴𝑥 + 𝐵Λ(𝐾̂ (𝑡)𝑥 − Θ̂(𝑡)Φ(𝑥) + ΘΦ(𝑥)) + 𝜉 (𝑡)

=(𝐴 + 𝐵Λ𝐾̂ (𝑡))𝑥 − 𝐵ΛΘ̃(𝑡)Φ(𝑥) + 𝜉 (𝑡)

=𝐴∗𝑥 + 𝐵Λ𝐾̃ (𝑡)𝑥 − 𝐵ΛΘ̃(𝑡)Φ(𝑥) + 𝜉 (𝑡)

考虑如下候选 Lyapunov函数：

𝑉 = 𝑥T𝑃𝑥 + tr(𝐾̃TΛΓ−1
1 𝐾̃) + tr(Θ̃𝑇ΛΓ−1

2 Θ̃), Γ1 = ΓT
1 > 0, Γ2 = ΓT

2 > 0，

其中 𝑃 = 𝑃T > 0对于某个对称正定阵 𝑄满足 Lyapunov方程

𝑃𝐴∗ + 𝐴∗T𝑃 = −𝑄．
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该候选 Lyapunov函数沿闭环系统轨线的导数为：

¤𝑉 = ¤𝑥T𝑃𝑥 + 𝑥T𝑃 ¤𝑥 + 2 tr(𝐾̃𝑇ΛΓ−1
1

¤̂𝐾) + 2 tr(Θ̃TΛΓ−1
2

¤̂Θ)

=(𝐴∗𝑥 + 𝐵Λ𝐾̃𝑥 − 𝐵ΛΘ̃(𝑡)Φ(𝑥) + 𝜉 (𝑡))T𝑃𝑥

+ 𝑥T𝑃(𝐴∗𝑥 + 𝐵Λ𝐾̃𝑥 − 𝐵ΛΘ̃(𝑡)Φ(𝑥) + 𝜉 (𝑡))

+ 2 tr(𝐾̃TΛΓ−1
1

¤̂𝐾) + 2 tr(Θ̃TΛΓ−1
2

¤̂Θ)

=𝑥T𝐴∗T𝑃𝑥 + 𝑥T𝑃𝐴∗𝑥 + 𝑥T𝐾̃𝑇ΛT𝐵T𝑃𝑥 + 𝑥T𝑃𝐵Λ𝐾̃𝑥

−Φ(𝑥)TΘ̃(𝑡)TΛT𝐵T𝑃𝑥 − 𝑥T𝑃𝐵ΛΘ̃(𝑡)Φ(𝑥) + 𝜉 (𝑡)T𝑃𝑥 + 𝑥T𝑃𝜉 (𝑡)

+ 2 tr(𝐾̃TΛΓ−1
1

¤̂𝐾) + 2 tr(Θ̃TΛΓ−1
2

¤̂Θ)．

我们有

𝑥𝑇𝐴∗𝑇𝑃𝑥 + 𝑥𝑇𝑃𝐴∗𝑥 = −𝑥𝑇𝑄𝑥

𝑥𝑇 𝐾̃𝑇Λ𝑇𝐵𝑇𝑃𝑥 = 𝑥𝑇𝑃𝐵Λ𝐾̃𝑥 = tr(𝐾̃𝑇Λ𝐵𝑇𝑃𝑥𝑥𝑇 )

Φ(𝑥)𝑇Θ̃(𝑡)𝑇Λ𝑇𝐵𝑇𝑃𝑥 = 𝑥𝑇𝑃𝐵ΛΘ̃(𝑡)Φ(𝑥) = tr(Θ̃𝑇Λ𝐵𝑇𝑃𝑥Φ(𝑥)𝑇 )

因此，

¤𝑉 = − 𝑥𝑇𝑄𝑥 + 2tr(𝐾̃𝑇Λ𝐵𝑇𝑃𝑥𝑥𝑇 ) − 2 tr(Θ̃𝑇Λ𝐵𝑇𝑃𝑥Φ(𝑥)𝑇 )

+ 2 tr(𝐾̃𝑇ΛΓ−1
1

¤̂𝐾) + 2 tr(Θ̃𝑇ΛΓ−1
2

¤̂Θ) + 2𝑥𝑇𝑃𝜉 (𝑡)

= − 𝑥𝑇𝑄𝑥 + 2 tr(𝐾̃𝑇Λ(𝐵𝑇𝑃𝑥𝑥𝑇 + Γ−1
1

¤̂𝐾))

+ 2 tr(Θ̃𝑇Λ(−𝐵𝑇𝑃𝑥Φ(𝑥)𝑇 + Γ−1
2

¤̂Θ)) + 2𝑥𝑇𝑃𝜉 (𝑡)

此处我们考虑 𝜎-修正控制律：
¤̂𝐾 = −Γ1(𝐵𝑇𝑃𝑥𝑥𝑇 + Σ1𝐾̂),
¤̂Θ = Γ2(𝐵𝑇𝑃𝑥Φ(𝑥)𝑇 − Σ2Θ̂)

其中 Σ1, Σ2 是对角正定阵．

于是我们有：

¤𝑉 = − 𝑥𝑇𝑄𝑥 − 2 tr(𝐾̃𝑇ΛΣ1𝐾̂) − 2 tr(Θ̃𝑇ΛΣ2Θ̂) + 2𝑥𝑇𝑃𝜉 (𝑡)

= − 𝑥𝑇𝑄𝑥 − 2 tr(𝐾̃𝑇ΛΣ1𝐾̃) − 2 tr(𝐾̃𝑇ΛΣ1𝐾) − 2 tr(Θ̃𝑇ΛΣ2Θ̃)

− 2 tr(Θ̃𝑇ΛΣ2Θ) + 2𝑥𝑇𝑃𝜉 (𝑡)

根据定义，有：

tr(𝐾̃𝑇ΛΣ1𝐾̃) ≥ ‖𝐾̃ ‖2
𝐹ΛminΣ1min

tr(Θ̃𝑇ΛΣ2Θ̃) ≥ ‖Θ̃‖2
𝐹ΛminΣ2min

其中 Λmin, Σ1min, Σ2min 分别为 Λ, Σ1, Σ2 的最小对角元素．由 Schwartz不等式，可得

| tr(𝐾̃𝑇ΛΣ1𝐾) | ≤
1
2
(
tr(𝐾̃𝑇ΛΣ1𝐾̃) + tr(𝐾𝑇ΛΣ1𝐾)

)
| tr(Θ̃𝑇ΛΣ2Θ) | ≤

1
2
(
tr(Θ̃𝑇ΛΣ2Θ̃) + tr(Θ𝑇ΛΣ2Θ)

)
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从而，我们有

¤𝑉 ≤ − 𝜆min(𝑄)‖𝑥‖2 − tr(𝐾̃𝑇ΛΣ1𝐾̃) − tr(Θ̃𝑇ΛΣ2Θ̃)

+ tr(𝐾𝑇ΛΣ1𝐾) + tr(Θ𝑇ΛΣ2Θ) + 2‖𝑥‖𝜆max(𝑃)𝜉max

≤ − 𝜆min(𝑄)‖𝑥‖2 − ‖𝐾̃ ‖2
𝐹ΛminΣ1min − ‖Θ̃‖2

𝐹ΛminΣ2min

+ tr(𝐾𝑇ΛΣ1𝐾) + tr(Θ𝑇ΛΣ2Θ) + 2‖𝑥‖𝜆max(𝑃)𝜉max

不难看出， ¤𝑉 的上界是以 ‖𝑥‖为自变量且具有极大值的二次函数．于是，总存在 𝑐使得当

‖𝑥‖ > 𝑐时 ¤𝑉 < 0．从而该系统是一致最终有界的（UUB）． ■
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